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WYPOLNQQ S RQDAMI OPREDELITELQ RAZLI�NYE LINEJNYE OPERACII� A
IMENNO� UMNOVITX �LEMENTY KAKOGO
LIBO RQDA NA �ISLO I SLOVITX
S SOOTWETSTWU��IMI �LEMENTAMI DRUGOGO RQDA TAK� �TOBY PRI �TOM
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LIBO �LEMENT STAL RAWEN NUL�� sOGLASNO SWOJSTWU ��� WE
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NOJ DIAGONALI� RAWNY NUL�� A W NIVNEJ TREUGOLXNOJ MATRICE WSE

�LEMENTY� STOQ�IE WY�E GLAWNOJ DIAGONALI� RAWNY NUL��

�� dIAGONALXNAQ I SKALQRNAQ MATRICY�
�
BBB�
� � �
� �� �
� � �

�
CCCA �

�
BBB�
� � �
� � �
� � �

�
CCCA �

w DIAGONALXNOJ MATRICE NENULEWYMI QWLQ�TSQ TOLXKO �LEMENTY�
STOQ�IE NA GLAWNOJ DIAGONALI� A W SKALQRNOJ MATRICE WSE �TI �LE

MENTY DOLVNY BYTX ODINAKOWYMI�

	� eDINI�NAQ MATRICA� E �

�
BBB�
� � �
� � �
� � �

�
CCCA �

kAK WIDNO� W EDINI�NOJ MATRICE DIAGONALXNYE �LEMENTY RAWNY

EDINICE� A OSTALXNYE �LEMENTY RAWNY NUL��
nAD MATRICAMI MOVNO WYPOLNQTX KAK LINEJNYE� TAK I NELINEJ


NYE OPERACII�

k LINEJNYM OPERACIQM OTNOSQTSQ�
�� sLOVENIE �WY�ITANIE� MATRIC�
�� uMNOVENIE MATRICY NA �ISLO�
�� lINEJNAQ KOMBINACIQ MATRIC�

��



k NELINEJNYM OPERACIQM OTNOSQTSQ�
�� pROIZWEDENIE MATRIC�
�� wOZWEDENIE MATRICY W CELU� POLOVITELXNU� STEPENX�

zAME�ANIE� oTMETIM� �TO W REZULXTATE WSEH PERE�ISLENNYH DEJ

STWIJ NAD MATRICAMI WSEGDA POLU�AETSQ MATRICA�
nEOPREDELENY TAKIE DEJSTWIQ NAD MATRICAMI� KAK DELENIE MAT


RIC I WOZWEDENIE W DROBNU� ILI OTRICATELXNU� STEPENX�

������ dEJSTWIQ NAD MATRICAMI�

�� sLOVENIE �WY�ITANIE� MATRIC�

p R A W I L O� DLQ TOGO� �TOBY SLOVITX �WY�ESTX� DWE MATRICY�
NUVNO SLOVITX �WY�ESTX� IH SOOTWETSTWU��IE �LEMENTY �T�E�
�LEMENTY� STOQ�IE NA ODINAKOWYH MESTAH W OBEIH MATRICAH��
o�EWIDNO� �TO SKLADYWATX I WY�ITATX MOVNO TOLXKO MATRICY

ODNOGO RAZMERA�

� �� A�B �

�
� � �� �
� � ��
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� � �� 	
�� �� �
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�
� � �� �
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�
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�
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�
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�� uMNOVENIE MATRICY NA �ISLO�

p R A W I L O� dLQ TOGO� �TOBY UMNOVITX �RAZDELITX� MATRICU
NA OTLI�NOE OT NULQ �ISLO� NUVNO UMNOVITX �RAZDELITX� NA �TO
�ISLO WSE �LEMENTY �TOJ MATRICY�

aNALOGI�NO MOVNO OPREDELITX OBRATNOE DEJSTWIE 
 WYNESENIE OB

�EGO MNOVITELQ IZ WSEH �LEMENTOW MATRICY ZA ZNAK MATRICY�

� �� � �

�
BBB�
� ��
� �
� ��

�
CCCA �

�
BBB�
��� �
��� ���
��� ��

�
CCCA �

�




�� lINEJNAQ KOMBINACIQ MATRIC�

mATRICA C NAZYWAETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ MATRIC A I

B� ESLI WYPOLNQETSQ RAWENSTWO� C � �A� �B�
GDE � I � 
KO�FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII�
�TA OPERACIQ� O�EWIDNO� QWLQETSQ OBOB�ENIEM PREDYDU�IH� mOV

NO SOSTAWLQTX LINEJNU� KOMBINACI� L�BOGO �ISLA MATRIC ODNOGO

RAZMERA�

� �� C � �

�
BBBBBB�

� �
�� �
� ��
� ��

�
CCCCCCA � �

�
BBBBBB�

�� �
	 �

�� ��
� ���

�
CCCCCCA �

�
BBBBBB�

�� ���
��� ��
�� ���
� ��

�
CCCCCCA �

�� pROIZWEDENIE MATRIC�

pUSTX DANY MATRICY A RAZMERA �m�n� I B RAZMERA �n�p� I

TREBUETSQ NAJTI IH PROIZWEDENIE MATRICU C � A �B�
uMNOVENIE MATRIC WOZMOVNO� ESLI �ISLO STOLBCOW n MATRICY A

RAWNO �ISLU STROK n MATRICY B� iLI� �ISLO �LEMENTOW W STROKE

MATRICY A DOLVNO RAWNQTXSQ �ISLU �LEMENTOW W STOLBCE MATRICY

B� pOLU�ENNAQ W REZULXTATE UMNOVENIQ MATRICA C BUDET IMETX RAZ

MER �m � p�� T�E� W MATRICE C STOLXKO STROK� SKOLXKO IH W PERWOJ
MATRICE A I STOLXKO STOLBCOW� SKOLXKO IH WO WTOROJ MATRICE B�
fORMALXNO �TO MOVNO ZAPISATX TAK�

�m� n� � �n� p� � �m� p��

wNUTRENNIE �ISLA DOLVNY BYTX ODINAKOWYMI � �TO UKAZYWAET NA

WOZMOVNOSTX UMNOVENIQ� A WNE�NIE �ISLA DA�T RAZMER MATRICY C�
nE SLEDUET ZABYWATX� �TO W OB�EM SLU�AE AB �� BA � T�E� NELXZQ
PERESTAWLQTX SOMNOVITELI W PROIZWEDENII�

p R A W I L O U M N O V E N I Q� �LEMENT cij � STOQ�IJ W STRO�
KE S NOMEROM i I STOLBCE S NOMEROM j W MATRICE C RAWEN SUMME

PROIZWEDENIJ �LEMENTOW STROKI S NOMEROM i PERWOJ MATRICY A NA

SOOTWETSTWU��IE �LEMENTY STOLBCA S NOMEROM j WTOROJ MATRI�
CY B�

��



� ��
�
BBB�
� � �
� � ��
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�
CCCA �

�
BBB�
� �
� �
� ��

�
CCCA �

���������������

��� ����� �� � ��� ��
wYPOLNQTX UMNOVENIE

MOVNO� w REZULXTATE

POLU�IM MATRICU

RAZMERA ��� ��

���������������
�

�

�
BBB�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
� � � � � � � � ���� � � � � � � � � � � ���� � ����
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BBB�
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���������
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POLU�IM MATRICU� SOSTOQ�U�
IZ ODNOGO �LEMENTA

���������
�

� �� � � � � � � � � � �� � �����

� ��

�
BBB�
�
�
�

�
CCCA �

�
� � �

�
� j ��� ���� � �� � ��� �� j �

�

�
BBB�
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

�
CCCA �

�
BBB�
� � �
� � �
� � �

�
CCCA �

�� wOZWEDENIE MATRICY W CELU� POLOVITELXNU� STEPENX�

wOZWEDENIE W STEPENX ESTX MNOGOKRATNOE UMNOVENIE� PO�TOMU PRI
WOZWEDENII MATRICY W STEPENX MY UMNOVAEM EE SAMU NA SEBQ NUVNOE

�ISLO RAZ� nAPRIMER�

A� � A �A� A� � A �A �A � A� �A � A �A��
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�
� � ��
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� � ��
�� �

�
A
�
� � ��
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A
�
� � ��
�� �

�
A �

�
� �� ��	
���� ���

�
A �

������ oBRATNAQ MATRICA

o P R E D E L E N I E� kWADRATNAQ MATRICA A NAZYWAETSQ NEWY�
ROVDENNOJ� ESLI EE OPREDELITELX OTLI�EN OT NULQ�
��



o P R E D E L E N I E�mATRICA A�� NAZYWAETSQ OBRATNOJ DLQ NE�
WYROVDENNOJ MATRICY A� ESLI PROIZWEDENIE MATRIC A I A�� RAWNO

EDINI�NOJ MATRICE

A �A�� � A�� �A � E�

iTAK� OBRATNAQ MATRICA SU�ESTWUET� ESLI ISHODNAQ MATRICA KWAD

RATNAQ I IMEET OTLI�NYJ OT NULQ OPREDELITELX�

sHEMA NAHOVDENIQ OBRATNOJ MATRICY�

�� wY�ISLQEM OPREDELITELX MATRICY A� eSLI det A �� �� DELAEM
WYWOD� �TO OBRATNAQ MATRICA SU�ESTWUET�

�� sOSTAWLQEM SO�ZNU� MATRICUA�� �LEMENTAMI KOTOROJ QWLQ�T

SQ ALGEBRAI�ESKIE DOPOLNENIQ �LEMENTOW ISHODNOJ MATRICY�

�� pOLU�ENNU� MATRICU TRANSPONIRUEM� POLU�AEM MATRICU A�T �

�� wSE �LEMENTY MATRICY A�T DELIM NA WELI�INU OPREDELITELQ

MATRICY A A�� �
A�T

det A
�

nAHOVDENIE MATRICY� OBRATNOJ DANNOJ� NAZYWAETSQ OBRA�ENIEM
MATRICY�

z A M E � A N I E� oTMETIM RQD INTERESNYH SWOJSTW�

�� oPREDELITELX PROIZWEDENIQ DWUH WZAIMNO OBRATNYH MATRIC

RAWEN EDINICE�� OPREDELITELX OBRATNOJ MATRICY ESTX WELI�INA OB

RATNAQ OPREDELITEL� ISHODNOJ MATRICY�

det �A �A��� � det A � det A�� � det E � �� �� det A�� �
�

det A
�

�� oBRA�ENIE TRANSPONIROWANNOJ MATRICY RAWNOSILXNO TRANS

PONIROWANI� OBRATNOJ MATRICY� T�E�

�AT ��� � �A���T �

�� mATRICA� OBRATNAQ PROIZWEDENI� MATRIC� RAWNA PROIZWEDENI�
OBRATNYH MATRIC� WZQTYH W PROTIWOPOLOVNOM PORQDKE

�A �B��� � B�� �A���

��



� �� nAJTI MATRICU� OBRATNU� DANNOJ A �
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rE�ENIE� dEJSTWUEM PO SHEME�

�� det A �
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������ � �� � 	 � ��� �� �� A�� � SU�ESTWUET�

�� sOSTAWLQEM SO�ZNU� MATRICU� NA MESTO KAVDOGO �LEMENTA MAT

RICY A STAWITSQ EGO ALGEBRAI�ESKOE DOPOLNENIE�

A�� � ����� � j � �j � ��� A�� � ����� � j�j � ���
A�� � ����� � j�j � ��� A�� � ����	 � j�j � ��

sO�ZNAQ MATRICA A� �

�
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�� sOSTAWLQEM SO�ZNU� MATRICU� nAHODIM ALGEBRAI�ESKIE DOPOL

NENIQ �LEMENTOW MATRICY A� aLGEBRAI�ESKIMI DOPOLNENIQMI BUDUT
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QWLQTXSQ MINORY �LEMENTOW� WZQTYE SO SWOIM ZNAKOM� ESLI SUMMA NO

MEROW STROKI I STOLBCA� W KOTORYH STOIT DANNYJ �LEMENT� �ETNAQ� I
S PROTIWOPOLOVNYM ZNAKOM� ESLI �TA SUMMA NE�ETNAQ�
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������ � �� A�� � �
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iTAK� SO�ZNAQ MATRICA A� �

�
BBB�

� � ���
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�
CCCA �

�� tRANSPONIRUEM SO�ZNU� MATRICU A�T �

�
BBB�

� �� ��
� �� ��

��� ��� ��	

�
CCCA �

�� zAPISYWAEM OBRATNU� MATRICU A�� �
�

��

�
BBB�

� �� ��
� �� ��

��� ��� ��	

�
CCCA �

nETRUDNO PROWERITX� �TO DLQ MATRIC SPRAWEDLIWO � A �A�� � E�

������ rANG MATRICY

pRI RASSMOTRENII SWOJSTW OPREDELITELQ MY OTME�ALI� �TO W RQ

DE SLU�AEW MOVNO� NE WY�ISLQQ OPREDELITELX� SKAZATX� �TO ON RAWEN
NUL�� w �TIH SLU�AQH UTWERVDAETSQ� �TO STROKI �STOLBCY� MATRICY
OPREDELITELQ LINEJNO ZAWISIMY� �ASTO LINEJNU� ZAWISIMOSTX RQDOW
MATRICY OPREDELITELQ WIDNO SRAZU� NALI�IE DWUH ODINAKOWYH PA

RALLELXNYH RQDOW� DWUH PROPORCIONALXNYH RQDOW� RQDOW� �LEMENTY
KOTORYH QWLQ�TSQ SUMMOJ ILI RAZNOSTX� SOOTWETSTWU��IH �LEMEN

TOW DRUGIH RQDOW� �TO PROSTEJ�IE PRIMERY LINEJNOJ ZAWISIMOSTI�

��



w OB�EM SLU�AE LINEJNO ZAWISIMYMI NAZYWA�TSQ TAKIE RQDY� IZ
KOTORYH ODIN MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII

OSTALXNYH�
eSLI NI ODIN IZ RQDOW MATRICY NELXZQ PREDSTAWITX KAK LINEJNU�

KOMBINACI� OSTALXNYH� RQDY MATRICY QWLQ�TSQ LINEJNO NEZAWISI

MYMI�

w DALXNEJ�EM PRI RE�ENII SISTEM LINEJNYH URAWNENIJ NAM PO

TREBUETSQ RE�ATX WOPROS O NALI�II LINEJNO ZAWISIMYH STROK W MAT

RICE I O KOLI�ESTWE LINEJNO NEZAWISIMYH STROK� tAKIM OBRAZOM MY

PODHODIM K PONQTI� RANGA MATRICY�

o P R E D E L E N I E �� mAKSIMALXNOE �ISLO LINEJNO NEZAWISIMYH
STROK MATRICY NAZYWAETSQ RANGOM MATRICY I OBOZNA�AETSQ

Rang A � R�

eSLI RANG MATRICY RAWEN �ISLU R� �TO ZNA�IT� �TO W MATRICE
NAJDETSQ HOTQ BY ODIN MINOR PORQDKA R� NE RAWNYJ NUL�� A WSE MI

NORY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA RAWNY NUL�� l�BOJ� NE RAWNYJ NUL�
MINOR PORQDKA� RAWNOGO RANGU� NAZYWAETSQ BAZISNYM�

o P R E D E L E N I E �� rANGOM MATRICY NAZYWAETSQ NAIWYS�IJ

PORQDOK OTLI�NOGO OT NULQ MINORA MATRICY�
dLQ NAHOVDENIQ RANGA MATRICU PRIWODQT K TREUGOLXNOMU WIDU�

PRI �TOM ISPOLXZU�TSQ TE VE PRIEMY� �TO I PRI WY�ISLENII OPREDE

LITELEJ WYSOKOGO PORQDKA� wYQWLQEMYE PRI �TOM LINEJNO ZAWISIMYE
STROKI WY�ERKIWA�TSQ� A PO KOLI�ESTWU OSTAW�IHSQ LINEJNO NEZA

WISIMYH SUDQT O RANGE�

� nAJTI RANG MATRICY�
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�
AQ� �
Q I �
Q STROKI QWLQ�TSQ LINEJNO ZAWISIMYMI I L�BYE DWE IZ
NIH MOVNO WY�ERKNUTX�oSTANUTSQ DWE LINEJNO NEZAWISIMYH STROKI�
�TO PODTWERVDAETSQ NALI�IEM MINORA �
GO PORQDKA� NE RAWNOGO NUL��

M� �

������
� �
� ��

������ �� ��

wSE MINORY �
GO I �
GO PORQDKA RAWNY NUL�� wYWOD� Rang A � ��

���� sISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ

sISTEMOJ m LINEJNYH URAWNENIJ S n NEIZWESTNYMI NAZYWAETSQ

SISTEMA WIDA �������	
������


a��x� �a��x� � � � � �a�nxn � b�
a��x� �a��x� � � � � �a�nxn � b�
� � � � � � � � � � � � � � �

am�x� am�x� � � � � �amnxn � bm

�

w MATRI�NOJ FORME SISTEMU MOVNO ZAPISATX AX � B� GDE mATRICA
KO�FFICIENTOW PRI NEIZWESTNYH �OSNOWNAQ MATRICA SISTEMY� A� MATRICA�
STOLBEC NEIZWESTNYH X I MATRICA�STOLBEC SWOBODNYH �LENOW B

A �

�
BBBBBB�

a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
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x�
���
xn

�
CCCCCCA � B �

�
BBBBBB�
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�
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�
BBBBBB�

a�� a�� � � � a�n b�
a�� a�� � � � a�n b�
� � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn bm

�
CCCCCCA � NAZYWAETSQ RAS�IRENNOJ MATRICEJ

SISTEMY�

rE�ENIEM SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ NAZYWAETSQ SOWOKUP

NOSTX �ISEL c�� c�� � � � � cn� KOTORAQ PRI PODSTANOWKE W KAVDOE URAW

NENIE SISTEMY WMESTO NEIZWESTNYH x�� x�� � � � � xn OBRA�AET �TI

URAWNENIQ W WERNYE �ISLOWYE RAWENSTWA�
��



sOWMESTNOJ NAZYWAETSQ SISTEMA� IME��AQ HOTQ BY ODNO RE�E

NIE�
nESOWMESTNOJ NAZYWAETSQ SISTEMA� NE IME��AQ RE�ENIJ�
oPREDELENNOJ NAZYWAETSQ SOWMESTNAQ SISTEMA� IME��AQ EDINST


WENNOE RE�ENIE�
nEOPREDELENNOJ NAZYWAKTSQ SOWMESTNAQ SISTEMA� IME��AQ BESKO


NE�NOE MNOVESTWO RE�ENIE�

tAKIM OBRAZOM� PRI ANALIZE I RE�ENII SISTEM LINEJNYH URAWNE

NIJ STAWQTSQ I RE�A�TSQ SLEDU��IE WOPROSY�

�� qWLQETSQ LI SISTEMA SOWMESTNOJ �
�� eSLI SISTEMA SOWMESTNA� QWLQETSQ LI ONA OPREDELENNOJ ILI

NEOPREDELENNOJ �
�� w SLU�AE OPREDELENNOJ SISTEMY NEOBHODIMO NAJTI EDINSTWEN


NOE RE�ENIE�
�� w SLU�AE NEOPREDELENNOJ SISTEMY SLEDUET ZAPISATX WSE MNO


VESTWO RE�ENIJ SISTEMY�

nA WOPROS O SOWMESTNOSTI SISTEMY OTWE�AET SLEDU��AQ TEOREMA�

t E O R E M A kRONEKERA � kAPELLI� sISTEMA LINEJNYH URAWNENIJ

SOWMESTNA TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA RANG OSNOWNOJ MATRICY

SISTEMY RAWEN RANGU RAS�IRENNOJ MATRICY

Rang A � Rang
�

A� R�

dLQ TOGO� �TOBY OTWETITX NA WTOROJ WOPROS� NUVNO SRAWNITX RANG R MAT

RICY A S �ISLOM NEIZWESTNYH SISTEMY n�

eSLI RANG MATRICY A RAWEN �ISLU NEIZWESTNYH �R � n�� TO SIS

TEMA IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE�
eSLI RANG MATRICY A MENX�E �ISLA NEIZWESTNYH �R � n�� TO SIS


TEMA IMEET BESKONE�NOE MNOVESTWO RE�ENIJ�

oTMETIM� �TO OBY�NO PRI RE�ENII KONKRETNYH SISTEM LINEJNYH

URAWNENIJ OTDELXNO WOPROS O SOWMESTNOSTI SISTEMY NE RASSMATRIWA

ETSQ� TAK KAK OTWET NA NEGO POLU�AETSQ W PROCESSE RE�ENIQ SISTEMY�

	



rASSMOTRIM METODY RE�ENIQ SISTEM LINEJNYH URAWNENIJ�

������ mETOD kRAMERA

sISTEMA n LINEJNYH URAWNENIJ S n NEIZWESTNYMI IMEET EDINST

WENNOE RE�ENIE TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA OPREDELITELX OSNOWNOJ
MATRICY OTLI�EN OT NULQ� nEIZWESTNYE SISTEMY NAHODQTSQ PO FOR


MULAM kRAMERA xk �
k


� GDE  � GLAWNYJ OPREDELITELX SISTEMY�

T�E� OPREDELITELX OSNOWNOJ MATRICY A� k � OPREDELITELX NEIZ

WESTNOGO xk� KOTORYJ POLU�AETSQ PRI ZAMENE STOLBCA S NOMEROM k W
GLAWNOM OPREDELITELE NA STOLBEC SWOBODNYH �LENOW �k � �� �� � � � � n��
iTAK� METODOM kRAMERA MOVNO RE�ATX KWADRATNYE SISTEMY S OT


LI�NYM OT NULQ OPREDELITELEM�

� rE�ITX METODOM kRAMERA SISTEMU

����	
���

�x� �x� �x� � �
x� �x� �x� � �
�x� �x� ��x� � �

�

rE�ENIE� sISTEMA IMEET ODINAKOWOE �ISLO URAWNENIJ I NEIZ

WESTNYH� nAJDEM GLAWNYJ OPREDELITELX�

 �

���������
� �� �
� � ��
� �� �

���������
� � �� ��

zAMETIM� �TO� W �TOM SLU�AE �KAK I W PREDYDU�EM�� RANG OSNOWNOJ
MATRICY SISTEMY RAWEN �ISLU NEIZWESTNYH� PO�TOMU SISTEMA IMEET
EDINSTWENNOE RE�ENIE�
sOSTAWIM I WY�ISLIM OPREDELITELX DLQ PERWOGO NEIZWESTNOGO x��

dLQ �TOGO W GLAWNOM OPREDELITELE PERWYJ STOLBEC� SOOTWETSTWU�

�IJ KO�FFICIENTAM PRI x�� ZAMENIM STOLBCOM SWOBODNYH �LENOW�

� �

���������
� �� �
� � ��
� �� �

���������
� ���

aNALOGI�NO� ZAMENIW WTOROJ STOLBEC W GLAWNOM OPREDELITELE STOLB

COM SWOBODNYH �LENOW� ZAPI�EM I WY�ISLIM OPREDELITELX �� A�


�



ZAMENIW TRETIJ STOLBEC GLAWNOGO OPREDELITELQ STOLBCOM SWOBODNYH

�LENOW� POLU�IM OPREDELITELX ��

� �

���������
� � �
� � ��
� � �

���������
� �� � �

���������
� �� �
� � �
� �� �

���������
� ��

nAHODIM RE�ENIE SISTEMY

x� �
�


�

��

�
� �� x� �

�


�

�

�
� �� x� �

�


�

�

�
� ��

pOLU�ILI EDINSTWENNOE RE�ENIE SISTEMY�

zAME�ANIE� pRI RE�ENII METODOM kRAMERA SISTEMY �
H URAWNE

NIJ S TREMQ NEIZWESTNYMI POTREBOWALOSX WY�ISLITX � OPREDELITELQ
�
GO PORQDKA� pRI RE�ENII SISTEM� NAPRIMER� �
GO PORQDKA UVE PO

TREBUETSQ WY�ISLQTX PQTX OPREDELITELEJ �
GO PORQDKA� �TO GROMOZD

KO I NERACIONALXNO� pO�TOMU CELESOOBRAZNO RE�ATX METODOM kRAME

RA SISTEMY NE WY�E �
GO PORQDKA�

������ mATRI�NYJ METOD

sISTEMA LINEJNYH URAWNENIJ MOVET BYTX KRATKO ZAPISANA W WIDE

MATRI�NOGO URAWNENIQ

A �X � B�

w �TOM NETRUDNO UBEDITXSQ� PEREMNOVIW MATRICY A I X SIS

TEMY I PRIRAWNQW K MATRICE B� �mATRICY RAWNY� ESLI RAWNY IH

SOOTWETSTWU��IE �LEMENTY��
rE�ENIE TAKOGO MATRI�NOGO URAWNENIQ RASSMOTRENO W DANNOM PO


SOBII� iTAK�

X � A�� �B�
tAKIM OBRAZOM� RE�ENIE SISTEMY SOSTOIT IZ DWUH �TAPOW�
�� nAHOVDENIE MATRICY� OBRATNOJ OSNOWNOJ MATRICE SISTEMY�
�� uMNOVENIE POLU�ENNOJ OBRATNOJ MATRICY NA MATRICU
STOLBEC

SWOBODNYH �LENOW�







tAK KAK NAHOVDENIE OBRATNOJ MATRICY SWQZANO S WY�ISLENIEM

OPREDELITELQ� TO MATRI�NYM METODOM MOVNO RE�ATX SISTEMY� IME

��IE NEWYROVDENNU� OSNOWNU� MATRICU�

rASSMOTRIM PRIMER RE�ENIQ SISTEMY MATRI�NYM METODOM�

�
����	
���


x� �x� ��x� � ��
�x� �x� ��x� � ��
�x� �x� ��x� � ��

�

rE�ENIE� a� wYPISYWAEM OSNOWNU� MATRICU SISTEMY I NAHODIM

OBRATNU� EJ

A �

�
BBB�
� � �
� �� �
� � �

�
CCCA �

nE OSTANAWLIWAQSX NA PODROBNYH WY�ISLENIQH� ZAPI�EM REZULXTATY
OSNOWNYH �TAPOW NAHOVDENIQ OBRATNOJ MATRICY�

�� det A �

���������
� � �
� �� �
� � �

���������
� � �� �� �� A� �

�
BBB�
�� � �
�� �� �
� � ��

�
CCCA �

�� A�T �

�
BBB�
�� �� �
� �� �
� � ��

�
CCCA � �� A�� �

�

�

�
BBB�
�� �� �
� �� �
� � ��

�
CCCA �

b� nAHODIM MATRICU X � RE�ENIE SISTEMY� X � A�� �B �

�
�

�

�
BBB�
�� �� �
� �� �
� � ��

�
CCCA �

�
BBB�
��
��
��

�
CCCA �

�

�

�
BBB�

�
��
���

�
CCCA �

�
BBB�

�
�
��

�
CCCA �

oTWET� X �

�
BBB�

�
�

��

�
CCCA �

������
t�E� x� � �� x� � �� x� � ��
EDINSTWENNOE RE�ENIE SISTEMY�

������ �

pODSTAWIW POLU�ENNOE RE�ENIE W KAVDOE URAWNENIE SISTEMY� UBEV

DAEMSQ W PRAWILXNOSTI POLU�ENNOGO RE�ENIQ�

zAME�ANIE� rE�ENIE SISTEM MATRI�NYM METODOM NECELESOOBRAZ

NO PROWODITX DLQ SLU�AQ n � �� TAK KAK PRI NAHOVDENII OBRATNOJ

MATRICY� UVE DLQ MATRICY �
GO PORQDKA� PRIDETSQ WY�ISLQTX ��
OPREDELITELEJ �
GO PORQDKA� kROME TOGO� SISTEMA DOLVNA IMETX ODI



�



NAKOWOE �ISLO URAWNENIJ I NEIZWESTNYH I OTLI�NYJ OT NULQ OPREDE

LITELX OSNOWNOJ MATRICY� t�E� MATRI�NYJ METOD IMEET TE VE PRE
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pOLU�ILI� �TO W MATRICE A MOVNO WY�ERKNUTX NULEWU� STROKU�
RANG �TOJ MATRICY RAWEN �� A IZ RAS�IRENNOJ MATRICY �TA STROKA

NE WY�ERKIWAETSQ� T�E� EE RANG RAWEN ��
wYWOD� SISTEMA NESOWMESTNA�
kROME TOGO� ESLI OBRATITXSQ K POSLEDNEJ STROKE RAS�IRENNOJ

MATRICY I ZAPISATX SOOTWETSTWU��EE EJ URAWNENIE� TO POLU�IM

� � x� � � � x� � � � x� � � � x	 � ��

qSNO� �TO TAKOE URAWNENIE NE IMEET SMYSLA� tAKIM OBRAZOM� ESLI W
SISTEME ESTX PROTIWORE�IWOE URAWNENIE� TO I WSQ SISTEMA PROTIWO

RE�IWA� T�E� NESOWMESTNA�


�
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x� �x� �x	 �x
 � �
�x� �x� ��x	 �x
 � �

��x� �x� ��x	 ��x
 � �
x� ��x� ��x� ��x	 ��x
 � �

dANNAQ SISTEMA QWLQETSQ ODNORODNOJ� T�K� SWOBODNYE �LENY WSEH URAW

NENIJ RAWNY �� tAKAQ SISTEMA WSEGDA SOWMESTNA� T�K� x� � x�� � ��� �
x
 � � WSEGDA QWLQETSQ RE�ENIEM SISTEMY� gLAWNYJ WOPROS SOSTO

IT W TOM� �TO IMEET LI SISTEMA NENULEWYE RE�ENIQ� oTWET NA �TOT
WOPROS� KAK I DLQ NEODNORODNOJ SISTEMY� MY POLU�IM POSLE PREOBRA

ZOWANIQ MATRICY SISTEMY� zAMETIM� �TO NULEWOJ STOLBEC SWOBODNYH
�LENOW MOVNO NE PISATX� TAK KAK W HODE PREOBRAZOWANIQ SISTEMY ON

NIKAK MENQTSQ NE BUDET��
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A �

tRI POSLEDNIE STROKI LINEJNO ZAWISIMYE� I MY WY�ERKIWAEM �
� I

�
�� pOLU�AEM MATRICU� �KWIWALENTNU� ISHODNOJ�
wYWODY� POSKOLXKU OSTALISX DWE LINEJNO NEZAWISIMYE STROKI� TO

RANG MATRICY RAWEN DWUM � Rang A � �� kROME TOGO� Rang A �
� � n � � � ZNA�IT SISTEMA IMEET BESKONE�NOE MNOVESTWO RE�ENIJ�
wYBIRAEM BAZISNYJ MINOR� eGO MOVNO SOSTAWITX IZ L�BYH DWUH

STOLBCOW� NO WYGODNEE WSEGO �KAK STANET PONQTNO POZDNEE� WZQTX �
J
I �
J STOLBCY

M� �

������
� �
� �

������ �� ��

bAZISNYH NEIZWESTNYH BUDET DWA� x�� x� �TAK KAK Rang A � ���
sWOBODNYH NEIZWESTNYH BUDET TRI� x�� x	� x
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gLAWA �� wektornaq algebra

���� pONQTIE WEKTORA� lINEJNYE OPERACII
NAD WEKTORAMI

������ oB�IE PONQTIQ

iZWESTNO� �TO RQD FIZI�ESKIH WELI�IN QWLQ�TSQ WEKTORNYMI� DLQ
HARAKTERISTIKI KOTORYH NEOBHODIMO UKAZYWATX NE TOLXKO IH �ISLEN

NOE ZNA�ENIE� NO I NAPRAWLENIE� gEOMETRI�ESKOJ MODELX� WEKTORNOJ

WELI�INY QWLQETSQ NAPRAWLENNYJ OTREZOK� DLINA KOTOROGO HARAKTE

RIZUET WELI�INU� A NAPRAWLENIE OTREZKA � NAPRAWLENIE WEKTORNOJ

WELI�INY�

pUSTX A � NA�ALO WEKTORA� A B � EGO

KONEC� TOGDA SAM WEKTOR OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM�	
AB� rASSTOQNIE MEVDU NA�ALOM I KONCOM WEKTO

RA NAZYWAETSQ DLINOJ ILI MODULEM WEKTORA

I OBOZNA�AETSQ j �	AB j� �rIS� ���
rIS� ��

w DALXNEJ�EM BUDEM RASSMATRIWATX SWOBODNYE WEKTORY� DLQ KO

TORYH TO�KA NA�ALA WEKTORA NE IMEET ZNA�ENIQ� WAVNY LI�X EGO

DLINA I NAPRAWLENIE� tAKIE WEKTORY OBOZNA�A�TSQ ODNOJ BUKWOJ�
	a� 	b I T�D� w �TOM SLU�AE DLINA WEKTORA OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM

j 	a j� sWOBODNYE WEKTORY MOVNO PERENOSITX W L�BU� TO�KU PRO

STRANSTWA S SOHRANENIEM DLINY I NAPRAWLENIQ�
wEKTORY NAZYWA�TSQ�
kOLLINEARNYMI� ESLI ONI LEVAT NA ODNOJ ILI PARALLELXNYH PRQ


MYH �RIS� ��� oBOZNA�A�TSQ� 	a k 	b�

rIS� �� rIS� �� rIS� 	�

pROTIWOPOLOVNYMI� ESLI ONI KOLLINEARNY� IME�T ODINAKOWU�
DLINU� NO NAPRAWLENY W PROTIWOPOLOVNYE STORONY� wEKTOR� PROTI

WOPOLOVNYJ WEKTORU 	a� OBOZNA�AETSQ� ��	a�� �rIS� ���
kOMPLANARNYMI� ESLI ONI LEVAT W ODNOJ ILI W PARALLELXNYH

PLOSKOSTQH� �rIS� ���

��



rAWNYMI� ESLI ONI KOLLINEARNY� IME�T ODINAKOWU� DLINU I NA

PRAWLENY W ODNU STORONY�
nAD WEKTORAMI MOVNO PROWODITX LINEJNYE I NELINEJNYE OPERA


CII�
k LINEJNYM OPERACIQM OTNOSQTSQ� SLOVENIE� WY�ITANIE WEKTO�

ROW� UMNOVENIE WEKTORA NA SKALQR� LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTO�
ROW� k NELINEJNYM OPERACIQM OTNOSQTSQ� SKALQRNOE� WEKTORNOE�
SME�ANNOE� I DWOJNOE WEKTORNOE PROIZWEDENIQ�

������ lINEJNYE OPERACII NAD WEKTORAMI
W GEOMETRI�ESKOJ FORME

��sLOVENIE DWUH WEKTOROW MOVNO PROWODITX GEOMETRI�ESKI DWU

MQ SPOSOBAMI�
pRAWILO TREUGOLXNIKA� SOWME�AEM PUTEM PARALLELXNOGO PERENOSA

NA�ALO WTOROGO WEKTORA S KONCOM PERWOGO� tOGDA SUMMOJ �TIH WEKTO

ROW BUDET WEKTOR� IDU�IJ IZ NA�ALA PERWOGO W KONEC WTOROGO� T�E�
�TOT WEKTOR ZAMYKAET LOMANU� IZ DWUH WEKTOROW DO TREUGOLXNIKA�
�wEKTOR SUMMY SOEDINQET NA�ALO ODNOGO WEKTORA S KONCOM DRUGO

GO�� �rIS� ���

rIS� 
� rIS� ��

pRAWILO PARALLELOGRAMMA� PUTEM PARALLELXNOGO PERENOSA SOWME

�AEM NA�ALA OBOIH WEKTOROW� STROIM NA �TIH WEKTORAH PARALLELO

GRAMM� tOGDA WEKTOR DIAGONALI �TOGO PARALLELOGRAMMA� IDU�IJ IZ
IH OB�EGO NA�ALA� BUDET SUMMOJ WEKTOROW� �rIS� ���

rIS� ��

pRAWILO MNOGOUGOLXNIKA� eSLI TREBUETSQ SLO

VITX BOLX�OE �ISLO WEKTOROW� TO POLXZU�TSQ

PERWYM SPOSOBOM� K KONCU PREDYDU�EGO WEKTORA
SOWME�A�T NA�ALO SLEDU��EGO� w ITOGE WEKTOR�
IDU�IJ IZ NA�ALA PERWOGO WEKTORA W KONEC

POSLEDNEGO� BUDET QWLQTXSQ SUMMOJ WSEH WEKTOROW� �rIS� ���

�




oTMETIM� �TO SUMMA WEKTORA 	a I EMU PROTIWOPOLOVNOGO WEKTO

RA ��	a� DAET NULEWOJ WEKTOR 	a� ��	a� � 	��
TAKOJ WEKTOR NE IMEET DLINY I NAPRAWLENIQ�

�� wY�ITANIE DWUH WEKTOROW 	a I 	b MOVNO ZAMENITX SLOVENI

EM WEKTORA 	a S WEKTOROM ��	b�� PROTIWOPOLOVNYM WEKTORU 	b�

	a�	b � 	a� ��	b��
iTAK� DLQ TOGO� �TOBY NAJTI RAZNOSTX WEKTOROW 	a I 	b SOWME�A


EM NA�ALA WEKTOROW 	a I 	b� STROIM WEKTOR ��	b�� nAHODIM SUMMU
WEKTOROW 	a���	b� PO PRAWILU PARALLELOGRAMMA� pERENOSIM POLU�EN

NYJ WEKTOR PARALLELXNO SAMOMU SEBE I POLU�AEM WEKTOR RAZNOSTI�
KOTORYJ SOEDINQET KONCY WEKTOROW 	a I 	b� PRI�EM NAPRAWLEN IZ

KONCA WY�ITAEMOGO W KONEC UMENX�AEMOGO WEKTORA �RIS� 	��

rIS� �

rIS� ��

oTMETIM TOT FAKT� �TO� ESLI NA WEKTORAH 	a I 	b POSTROITX

PARALLELOGRAMM� TO W �TOM PARALLELOGRAMME WEKTOR DIAGONALI� WY

HODQ�EJ IZ OB�EGO NA�ALA WEKTOROW
STORON� QWLQETSQ SUMMOJ �TIH

WEKTOROW� A WEKTOR DRUGOJ DIAGONALI � RAZNOSTX� WEKTOROW STORON�
�rIS� ���

�� uMNOVENIE WEKTORA NA �ISLO� pROIZWEDENIEM WEKTORA 	a
NA �ISLO 
 NAZYWAETSQ WEKTOR

	b � 
 � 	a�
DLINA KOTOROGO W j 
 j RAZ BOLX�E DLINY WEKTORA 	a� A NAPRAWLENIE
SOWPADAET S NAPRAWLENIEM WEKTORA 	a� ESLI 
 � � I PROTIWOPOLOVNO

NAPRAWLENI� WEKTORA 	a� ESLI 
 � ��

��



rIS� ���

tAKIM OBRAZOM� W REZULXTATE UMNOVENIQ WEKTORA
NA �ISLO POLU�AETSQ WEKTOR� KOLLINEARNYJ DAN

NOMU� �rIS� ���� pO�TOMU DWA KOLLINEARNYH WEK

TORA SWQZANY SOOTNO�ENIEM

	b � 
 � 	a�
�� lINEJNOJ KOMBINACIEJ WEKTOROW 	a I 	b NAZYWAETSQ WEKTOR

	c� OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM

	c � � � 	a� � �	b�
gEOMETRI�ESKI TAKOJ WEKTOR QWLQETSQ DIAGONALX� PARALLELOGRAM


MA� POSTROENNOGO NA WEKTORAH � �	a I � �	b� POLU�ENNYH �RASTQVE

NIEM� WEKTOROW 	a I 	b W SOOTWETSTWU��EE �ISLO RAZ� �rIS� ����

rIS� ��� rIS� ���

lINEJNOJ KOMBINACIEJ TREH WEKTOROW 	a� 	b I 	c BUDET WEKTOR

	d � � � 	a� � �	b� � � 	c�
KOTORYJ QWLQETSQ DIAGONALX� PARALLELEPIPEDA� POSTROENNOGO NA WEK

TORAH � � 	a� � �	b I � � 	c� �rIS� ����

������ bAZIS WEKTORNOGO PROSTRANSTWA

sOWOKUPNOSTX n WEKTOROW 	a�� 	a�� � � � � 	an � � NAZYWAETSQ L I N

E J N O Z A W I S I M O J� ESLI KAKOJ
LIBO WEKTOR SISTEMY MOVNO

PREDSTAWITX KAK LINEJNU� KOMBINACI� OSTALXNYH� T�E� K PRIMERU�

	an � ��	a� � ��	a� � � � � � �n��	an��

uSLOWIE LINEJNOJ ZAWISIMOSTI�
a� DLQ SISTEMY IZ �
H WEKTOROW� 	a � 
	b�
b� DLQ SISTEMY IZ �
H WEKTOROW� 	a � 
�

	b� 
�	c�
c� DLQ SISTEMY IZ �
H WEKTOROW� 	d � 
�	a� 
�

	b� 
�	c�
��



sISTEMA WEKTOROW NAZYWAETSQ LINEJNO NEZAWISIMOJ� ESLI NI ODIN
IZ WEKTOROW SISTEMY NE MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE LINEJNOJ

KOMBINACII OSTALXNYH�
tAKIM OBRAZOM MY PODHODIM K ODNOMU IZ WAVNEJ�IH PONQTIJ WEK


TORNOJ ALGEBRY � K PONQTI� BAZISA�

r A Z M E R N O S T X � SOWOKUPNOSTI WEKTOROW �WEKTORNOGO PRO

STRANSTWA� NAZYWAETSQ MAKSIMALXNOE �ISLO LINEJNO
NEZAWISIMYH WEK

TOROW �TOJ SOWOKUPNOSTI�
b A Z I S O M SOWOKUPNOSTI WEKTOROW NAZYWAETSQ L�BAQ SISTEMA

POPARNO LINEJNO
NEZAWISIMYH WEKTOROW� KOLI�ESTWO KOTORYH RAWNO
RAZMERNOSTI SOWOKUPNOSTI�
w PROSTRANSTWE KOLLINEARNYH WEKTOROW� RAZMERNOSTX KOTOROGO

RAWNA �� BAZISNYM MOVET SLUVITX L�BOJ NENULEWOJ WEKTOR� eSLI
	a BAZISNYJ� TO DLQ L�BOGO 	b SPRAWEDLIWO 	b � 
	a�

w PROSTRANSTWE KOMPLANARNYH WEKTOROW� RAZMERNOSTX KOTOROGO

RAWNA �� BAZISNYM MOVET SLUVITX L�BAQ PARA NEKOLLINEARNYH WEK

TOROW� eSLI 	a� 	b BAZISNYE� TO DLQ L�BOGO TRETXEGO WEKTORA �TOGO
PROSTRANSTWA 	c SPRAWEDLIWO	� 
�	a� 
�

	b�

w TREHMERNOM WEKTORNOM PROSTRANSTWE BAZISOM MOVET SLUVITX

L�BAQ TROJKA NEKOMPLANARNYH WEKTOROW� eSLI WETORY 	a� 	b� 	c QWLQ

�TSQ BAZISNYMI� TO DLQ L�BOGO WEKTORA DANNOJ SOWOKUPNOSTI SPRA

WEDLIWO RAWENSTWO

	d � 
�	a� 
�
	b� 
�	c�

pOSLEDNEE RAWENSTWO �A TAKVE I PREDYDU�IE� NAZYWAETSQ RAZLO

VENIEM WEKTORA 	d PO BAZISU 	a� 	b� 	c�
�ISLA 
�� 
�� 
� 
KO�FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII 
 NAZYWA


�TSQ KOORDINATAMI WEKTORA 	d W �TOM BAZISE�
oTMETIM� �TO BAZISOW W PROSTRANSTWE MOVNO WYBRATX BESKONE�


NOE MNOVESTWO� NO� ESLI BAZIS WYBRAN� TO RAZLOVENIE WEKTORA W �TOM
BAZISE WSEGDA QWLQETSQ EDINSTWENNYM�

��



������ pROEKCIQ WEKTORA NA OSX

o P R E D E L E N I E� pROEKCIEJ WEKTORA
�	
AB NA OSX l NAZYWA�

ETSQ DLINA NAPRAWLENNOGO OTREZKA
��	
A�B� NA �TOJ OSI� WZQTAQ SO

ZNAKOM �PL�S�� ESLI NAPRAWLENIE
��	
A�B� SOWPADAET S NAPRAWLENIEM

OSI l� I SO ZNAKOM �MINUS�� ESLI NAPRAWLENIE
��	
A�B� PROTIWOPO�

LOVNO NAPRAWLENI� OSI l�
pROEKCIQ OBOZNA�AETSQ prl

�	
AB�

dLQ POSTROENIQ PROEKCII WEKTORA NUVNO OPUS

TITX PERPENDIKULQRY IZ TO�EK NA�ALA I KONCA

WEKTORA NA �TU OSX� pOLU�IM NA OSI WEKTOR� KO

TORYJ� KAK WIDNO IZ RISUNKA ��� MOVET rIS� ���

SOWPADATX PO NAPRAWLENI� S NAPRAWLENIEM OSI� A MOVET IMETX PRO

TIWOPOLOVNOE NAPRAWLENIE� �TO ZAWISIT OT TOGO� OSTRYJ ILI TUPOJ
UGOL OBRAZUET WEKTOR S NAPRAWLENIEM OSI �rIS� ���� mOVNO WY�IS

LITX WELI�INU PROEKCII� ZNAQ DLINU WEKTORA

�	
AB I UGOL� KOTORYJ

�TOT WEKTOR OBRAZUET S OSX��

prl
�	
AB � j �	AB j � cos��

eSLI UGOL � OSTRYJ� cos� � �� I PROEKCIQ POLOVITELXNAQ� ESLI
UGOL � TUPOJ� cos� � �� I PROEKCIQ OTRICATELXNAQ�

CWOJSTWA PROEKCIJ�
�� rAWNYE WEKTORY IME�T RAWNYE PROEKCII�
�� pROEKCIQ SUMMY WEKTOROW NA ODNO I TO VE NAPRAWLENIE RAWNA

SUMME PROEKCIJ KAVDOGO WEKTORA NA �TO NAPRAWLENIE

prl�	a�	b� 	c� � prl	a�prl
	b�prl	c�

�� pRI UMNOVENII WEKTORA NA �ISLO EGO PROEKCIQ UMNOVAETSQ NA
�TO �ISLO prl�
 � 	a� � 
� prl	a�

������ dEKARTOWYJ BAZIS

dEKARTOW BAZIS W PROSTRANSTWE ESTX TROJKA WZAIMNO
PERPENDIKULQRNYH
EDINI�NYH WEKTOROW 	i� 	j� 	k� sISTEMA KOORDINAT� NAPRAWLQ��I

MI WEKTORAMI �ORTAMI�OSEJ KOTOROJ QWLQ�TSQ 	i� 	j� 	k NAZYWAETSQ

DEKARTOWOJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEMOJ KOORDINAT��
��



wSQKIJ WEKTOR W PROSTRANSTWE MOVET BYTX RAZLOVEN PO BAZISNYM

WEKTORAM

	a � x	i� y	j � z	k�

�ISLA fx� y� z g� ESTX DEKARTOWY KOORDINATY WEKTORA I � ODNOWRE

MENNO� PROEKCIQMI WEKTORA NA SOOTWETSTWU��IE OSI KOORDINAT�

pI�UT 	a � x	i � y	j � z	k ILI 	a � fx� y� zg

rAZLOVENIE WEKTORA W DEKARTOWOM BAZISE NA PLOSKOSTI�

	a � x	i� y	j� ILI 	a � fx� yg

rIS� �	�

rIS� �
�

r A D I U S O M 
 W E K T O R O M
��	
OM TO�KIM �x� y� z� NAZYWAETSQ

WEKTOR� IDU�IJ IZ NA�ALA KOORDINAT W �TU TO�KU� kOORDINATAMI

RADIUS
WEKTORA QWLQ�TSQ KOORDINATY TO�KIM �
��	
OM � x	i� y	j� z	k�

������ lINEJNYE OPERACII W KOORDINATNOJ FORME

wSE LINEJNYE OPERACII NAD WEKTORAMI SWODQTSQ K TO�NO TAKIM VE

LINEJNYM OPERACIQM NAD IH SOOTWETSTWU��IMI KOORDINATAMI�

pUSTX DANY DWA WEKTORA� 	a � fx�� y�� z�g� 	b � fx�� y�� z�g�

rAWNYE WEKTORY IME�T RAWNYE ODNOIMENNYE KOORDINATY� eSLI

	a � fx�� y�� z�g � 	b � fx�� y�� z�g� TO x� � x�� y� � y�� z� � z��

�� sUMMA WEKTOROW� 	c � 	a�	b � fx� � x�� y� � y�� z� � z�g�

��



�� PAZNOSTX WEKTOROW� 	c � 	a�	b � fx� � x�� y� � y�� z� � z�g�

iTAK� PRI SLOVENII �WY�ITANII� WEKTOROW� ZADANNYH SWOIMI KO

ORDINATAMI� NUVNO SLOVITX �WY�ESTX� SOOTWETSTWU��IE KOORDINA

TY WEKTORoW�

sLEDSTWIE� kOORDINATY WEKTORA
�	
AB� ZADANNOGO KOORDINATAMI

TO�EK A�x�� y�� z�� � NA�ALA I B�x�� y�� z�� � KONCA WEKTORA� RAWNY
RAZNOSTI ODNOIMENNYH KOORDINAT KONE�NOJ I NA�ALXNOJ TO�EK� �rIS�
����
dEJSTWITELXNO� KAK WIDNO IZ RISUNKA� WEK

TOR

�	
AB MOVNO ZAPISATX W WIDE RAZNOSTI RADIUS


WEKTOROW TO�EK A I B� kOORDINATY RADIUS

WEKTORA I TO�KI SOWPADA�T� PO�TOMU

rIS� ���
�	
AB �

�	
OB � 	OA � fx� � x�� y� � y�� z� � z�g�

�� pROIZWEDENIE WEKTORA NA �ISLO�

	b � 
 � 	a � 
 � fx�� y�� z�g � f
 � x�� 
 � y�� 
 � z�g�
pRI UMNOVENII WEKTORA NA �ISLO WSE EGO KOORDINATY UMNOVA�T


SQ NA �TO �ISLO�

sLEDSTWIE� pOLU�IM USLOWIE KOLLINEARNOSTI WEKTOROW W KOOR

DINATNOJ FORME�
pUSTX WEKTOR 	b � 
	a k 	a� kOORDINATY WEKTORA

	b � fx�� y�� z�g � f
 � x�� 
 � y�� 
 � z�g�
pRIRAWNIWAQ ODNOIMENNYE KOORDINATY� POLU�IM

x� � 
 � x�� y� � 
 � y�� z� � 
 � z�
ILI

x�
x�

�
y�
y�

�
z�
z�

� 
�

wYWOD� KOORDINATY KOLLINEARNYH WEKTOROW PROPORCIONALXNY�

mNOVESTWO WSEH WEKTOROW� KOLLINEARNYH DANNOMU 	a� MOVNO ZA

PISATX


 � 	a � 
 � fx� y� zg�
��



�� lINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW

kOORDINATY WEKTORA� QWLQ��EGOSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ NESKOLX

KIH WEKTOROW� BUDUT RAWNY LINEJNOJ KOMBINACII ODNOIMENNYH KO

ORDINAT �TIH WEKTOROW� t�E� ZAPISX

	d � 
�	a� 
�
	b� 
�	c

W KOORDINATNOJ FORME BUDET IMETX WID
����	
���

x	 � 
�x� � 
�x� � 
�x�
y	 � 
�y� � 
�y� � 
�y�
z	 � 
�z� � 
�z� � 
�z�

�

tAKIM OBRAZOM� ESLI W TREHMERNOM WEKTORNOM PROSTRANSTWE ZADAN

BAZIS WEKTOROW 	a� 	b I 	c� TO KOORDINATY f
�� 
�� 
�g WEKTORA 	d W

�TOM BAZISE NAJDUTSQ IZ RE�ENIQ �TOJ SISTEMY�

dLQ PLOSKOGO SLU�AQ

	c � 
�	a� 
�
	b �

�	

 x� � 
�x� � 
�x�
y� � 
�y� � 
�y�

�

����	� dLINA WEKTORA� rASSTOQNIE MEVDU DWUMQ TO�KAMI

eSLI WEKTOR ZADAN W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT� TO EGO DLINA
NAHODITSQ PO TEOREME pIFAGORA�
w PROSTRANSTWE � RIS� ���

	a � fx� y� zg� j 	a j �
q
x� � y� � z��

nA PLOSKOSTI �RIS� ���

	a � fx� yg� j 	a j �
q
x� � y��

rASSTOQNIE AB MEVDU DWUMQ TO�KAMI A�x�� y�� z�� I

B�x�� y�� z�� MOVNO RASSMATRIWATX KAK DLINU WEKTORA
�	
AB

�	
AB � f�x� � x��� �y� � y��� �z� � z�� g �rIS������

AB � j �	AB j �
q
�x� � x��� � �y� � y��� � �z� � z����

��



����
� oRT WEKTORA� nAPRAWLQ��IE KOSINUSY WEKTORA

o P R E D E L E N I E� oRTOM OSI l NAZYWAETSQ WEKTOR 	lo� IME��
�IJ EDINI�NU� DLINU I NAPRAWLENIE� SOWPADA��EE S NAPRAWLENIEM
OSI�

o P R E D E L E N I E� oRTOM WEKTORA 	a NAZYWAETSQ WEK�
TOR 	ao� NAPRAWLENIE KOTOROGO SOWPADAET S NAPRAWLENIEM WEKTO�
RA 	a� I DLINA RAWNA �� �rIS� ����

	ao k 	a� j 	ao j � ��

mOVNO ZAPISATX�

�TO 	ao �
	a

j 	a j �
rIS� ���

�TOBY NAJTI KOORDINATY ORTA� NUVNO RAZDELITX KOORDINATY WEKTO

RA NA EGO DLINU�

	ao �
	a

j 	a j �
�	


x

j	aj �
y

j	aj �
z

j	aj

��
 �

	ao �
�

xp
x� � y� � z�

�
yp

x� � y� � z�
�

zp
x� � y� � z�

�
�

kAK IZWESTNO� DLQ ZADANIQ WEKTORA NUVNO ZNATX EGO DLINU I NA

PRAWLENIE� kAK NAHODITSQ DLINA WEKTORA W DEKARTOWOJ SISTEME KOOR

DINAT MY POKAZALI�nAPRAWLENIE WEKTORA ZADAETSQ UGLAMI �� �� �� KO

TORYE WEKTOR OBRAZUET S OSQMI KOORDINAT OX�
OY� OZ SOOTWETSTWENNO� zNAQ KOORDINATY WEKTORA� MOVNO NAJTI
KOSINUSY �TIH UGLOW� KOTORYE NAZYWA�TSQ NAPRAWLQ��IMI KOSINU

SAMI WEKTORA

cos� �
x

j	aj � cos � �
y

j	aj� cos � �
z

j	aj �

cos� �
xp

x� � y� � z�
� cos � �

yp
x� � y� � z�

�

cos � �
zp

x� � y� � z�
�

zNAQ DLINU WEKTORA I UGLY� KOTORYE ON OBRAZUET S OSQMI KOORDINAT�
MOVNO NAJTI KOORDINATY WEKTORA�
�	



wIDNO� �TO WELI�INY NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW QWLQ�TSQ KOORDI

NATAMI ORTA DANNOGO WEKTORA

	ao � fcos�� cos �� cos �g�
CUMMA KWADRATOW NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW RAWNA EDINICE

cos� � � cos� � � cos� � � ��

�TO OSNOWNOE SWOJSTWO NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW� iSPOLXZUQ �TO
SWOJSTWO� MOVNO� ZNAQ UGLY� KOTORYE WEKTOR OBRAZUET S DWUMQ IZ OSEJ
KOORDINAT� OPREDELITX UGOL� KOTORYJ ON OBRAZUET S TRETXEJ OSX��
pO KOORDINATAM WEKTORA MOVNO� NE WY�ISLQQ NAPRAWLQ��IH KO


SINUSOW� SRAZU OPREDELITX� OSTRYJ ILI TUPOJ UGOL �TOT WEKTOR OB

RAZUET S SOOTWETSTWU��EJ KOORDINATNOJ OSX�� nAPRIMER�
WEKTOR f��� �� ��g OBRAZUET TUPYE UGLY S OSQMI OX I OZ I

OSTRYJ � S OSX� OY�
eSLI KAKAQ
LIBO IZ KOORDINAT WEKTORA RAWNA NUL�� TO �TO OZNA


�AET� �TO WEKTOR PERPENDIKULQREN SOOTWETSTWU��EJ KOORDINATNOJ

OSI� nAPRIMER� WEKTOR f�� �� ��g PERPENDIKULQREN OSI OY�
rASSMOTRIM ZADA�I WEKTORNOJ ALGEBRY� SWQZANNYE S LINEJNYMI OPE

RACIQMI NAD WEKTORAMI�

������ zADA�I

zADA�A �� dANY DWE TO�KI A������ �� I B��� �� ���
nAJTI DLINU I NAPRAWLENIE WEKTORA

�	
AB�

rE�ENIE� dLQ RE�ENIQ ZADA�I NEOBHODIMO ZNATX KOORDINATY WEK

TORA� SOEDINQ��EGO TO�KI A I B� oNI� KAK IZWESTNO� RAWNY RAZ

NOSTI SOOTWETSTWU��IH KOORDINAT KONE�NOJ TO�KI B I NA�ALXNOJ

TO�KI A�
�	
AB � fx� y� zg � f�� �� �� ����� � � �g � f�� �� ��g�

dLINA WEKTORA�����	AB
���� �

q
x� � y� � z� �

q
�� � �� � ����� �

p
�� � ��

nAPRAWLENIE WEKTORA MOVNO OPREDeLITX� WY�ISLIW NAPRAWLQ��IE
KOSINUSY WEKTORA�

cos� �
x

j�	ABj �
�

�
� cos � �

y

j�	ABj �
�

�
� cos � �

z

j�	ABj � ��

�
�

��



mOVNO OTMETITX� �TO SOOTWETSTWU��IE UGLY MOVNO NAJTI PO TAB

LICAM� uGLY� KOTORYE WEKTOR OBRAZUET S OSQMI OX I OY�
OSTRYE� A UGOL S OSX� OZ � TUPOJ�

zADA�A 	� dANY DWA WEKTORA 	a � �	i�	j � �	k� 	b � �	i� �	j � �	k�
nAJTI WEKTORY �	a�	b�� �	a�	b�� �	a� ��	b� ��	a� �	b��
rE�ENIE� iMEEM KOORDINATY WEKTOROW

	a � f�� ��� �g� 	b � f�� �� ��g�

lINEJNYE OPERACII NAD WEKTORAMI SWODQTSQ K LINEJNYM OPERA

CIQM NAD IH SOOTWETSTWU��IMI KOORDINATAMI�

�� 	a�	b � f�� ��� �g� f�� �� ��g � f� � �� �� � �� � � ����g �
� f�� �� ��g ILI 	a�	b � �	i � �	j � �	k�

�� 	a�	b � f�� ��� �g � f�� �� ��g � f�� �� ��� �� �� ����g �
� f��� ��� 	g ILI 	a�	b � �	i � �	j � 		k�

�� �	a � � � f�� ��� �g � f�� ��� �g ILI �	a � �	i � �	j � �	k�

�� � �	b � �� � f�� �� ��g � f��� �	� ��g
ILI ��	b � ��	i � 		j � ��	k�

�� �	a� �	b � � � f�� ��� �g � � � f�� �� ��g �
� f��� ��� ��g � f��� ��� ���g � f��� ���� ��g
ILI �	a� �	b � ��	i � ��	j � ��	k�

zADA�A 
� dOKAZATX� �TO TO�KI A�	���� ��� B������ ���
C���� �� �� LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ�
rE�ENIE� oBRAZUEM DWA L�BYH WEKTORA� NAPRIMER

�	
AB I

�	
AC�

�rIS� �	�� eSLI TO�KI LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ� TO �TI WEKTORY BUDUT

KOLLINEARNY�nAJDEM KOORDINATY �TIH WEKTOROW I PROWERIM USLOWIE
KOLLINEARNOSTI W KOORDINATNOJ FORME� kOORDINATY WEKTORA� ZADAN

NOGO KOORDINATAMI NA�ALXNOJ I KONE�NOJ TO�EK� NAHODQTSQ KAK RAZ

NOSTI ODNOIMENNYH KOORDINAT KONE�NOJ I NA�ALXNOJ TO�EK� iTAK�

�




rIS� ��

�	
AB � f� � 	��� � �� � � �g � f��� ����g�
�	
AC � f�� � 	� � � �� � � �g � f��� ����g�

uSLOWIE KOLLINEARNOSTI� �ODNOIMENNYE KOORDINATY KOLLINEAR

NYH WEKTOROW PROPORCIONALXNY�

��
�� �

�

�
�
��
�� � � � ����

T�E�
�	
ABk�	AC� A ZNA�IT TO�KI A� B� C LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ�

zADA�A �� dAN TREUGOLXNIK ABC� W KOTOROM
�	
AB � 	b�

�	
AC � 	c�

tO�KI M�N I P � SEREDINY STORON AC�BC I AB� tREBUETSQ

WYRAZITX WEKTORY
�	
BC�

��	
BM�

�	
AN�

�	
CP �EREZ WEKTORY 	a I 	b�

rIS� ���

rE�ENIE� wEKTOR
�	
BC SOEDINQET KONCY WEK


TOROW STORON TREUGOLXNIKA I NAPRAWLEN W KONEC

WEKTORA
�	
AC � 	a� �rIS� ���� pO�TOMU ON QWLQETSQ

RAZNOSTX� WEKTOROW
�	
BC �

�	
AC ��	AB � 	a�	b�

wEKTOR
��	
BM SOEDINQET KONCY WEKTOROW

�	
AB I

��	
AM I NA


PRAWLEN W KONEC WEKTORA
��	
AM � 	a� pO�TOMU ON QWLQETSQ RAZNOSTX�

WEKTOROW
��	
BM �

��	
AM � �	AB�

wEKTOR
��	
AM� O�EWIDNO� RAWEN POLOWINE WEKTORA

�	
AC � 	a� pO�TOMU

OKON�ATELXNO
��	
BM �

�

�
	a�	b�

wEKTOR
�	
CP SOEDINQET KONCY WEKTOROW

�	
AC I

�	
AP I NAPRAWLEN W

KONEC WEKTORA
�	
AP �

�

�
	b� pO�TOMU ON QWLQETSQ RAZNOSTX� WEKTOROW

�	
CP �

�	
AP � CP �

�	
AP ��	AC �

�

�
	b � 	a�

dOSTROIM TREUGOLXNIK DO PARALLELOGRAMMA ABDC� tOGDA WEKTOR
�	
AN�

O�EWIDNO� RAWEN POLOWINE WEKTORA DIAGONALI
�	
AD� A WEKTOR DIA


GONALI� WYHODQ�IJ IZ OB�EGO NA�ALA WEKTOROW STORON� RAWEN SUMME

�TIH WEKTOROW
�	
AN �

�

�

�	
AD �

�

�
�	a�	b��

��



zADA�A �� dAN PARALLELOGRAMM ABCD� W KOTOROM
�	
AB � 	a��	

AC � 	c�
tO�KA M DELIT DIAGONALX AC W OTNO�ENII AM � MC � � � ��
tREBUETSQ WYRAZITX WEKTORY

�	
AD�

�	
BD�

��	
MD�

��	
MB �EREZ WEKTORY 	a I

	c�

rE�ENIE� dIAGONALX PARALLELOGRAMMA�	
AC QWLQETSQ SUMMOJ WEKTOROW STORON

�	
AB I�	

AD� �RIS� ��� PO�TOMU LEGKO NAHODITSQ WEK

TOR

	b �
�	
AD �

�	
AC � �	AB � 	c� 	a� rIS� ���

wEKTOR DRUGOJ DIAGONALI
�	
BD RAWEN RAZNOSTI WEKTOROW�	

BD �
�	
AD � �	AB � �	c� 	a�� 	a � 	c� �	a�

wEKTOR
��	
MD RAWEN RAZNOSTI WEKTOROW

�	
AD I

��	
AM � nAJDEM WEKTOR

��	
AM �

tAK KAK
��	
AMk�	AC I DLINA WEKTORA

��	
AM SOSTAWLQET ��� OT DLINY WEK


TORA
�	
AC� TO MOVNO ZAPISATX

��	
AM �

�

�
	c�

iTAK�
��	
MD �

�	
AD ���	AM � �	c� 	a�� �

�
	c �

�

�
	c� 	a�

aNALOGI�NO WEKTOR
��	
MB �

�	
AB � ��	AM � 	a� �

�
	c�

zADA�A � dANA RAWNOBEDRENNAQ TRAPECIQABCD� W KOTOROJ 	m� EDI

NI�NYJ WEKTOR W NAPRAWLENII OSNOWANIQ

�	
AB� 	n � EDINI�NYJ WEKTOR

W NAPRAWLENII STORONY 	AD� UGOL MEVDU �TIMI WEKTORAMI � � ��o�
DLINA OSNOWANIQ AB � 	� DLINA BOKOWOJ STORONY AD � �

p
�� tRE


BUETSQ RAZLOVITX WEKTORY STORON
�	
AB�

�	
BC��	

CD�
�	
DA I WEKTORY DIAGONALEJ

�	
AC I

�	
BD PO WEKTORAM 	m I 	n �RIS�����

rIS� ���

rE�ENIE� wEKTOR
�	
AB KOLLINEAREN WEK


TORU 	m I EGO DLINA W 	 RAZ BOLX�E DLINY
WEKTORA 	m� PO�TOMU

�	
AB � 		m

aNALOGI�NO
�	
ADk	n I EGO DLINA W �

p
� BOLX


�E� T�E�
�	
AD � �

p
�	n�

nAJDEM DLINU WERHNEGO OSNOWANIQ DC� dLQ �TOGO OPUSTIM PERPEN

DIKULQRY DK I CN � iZ TREUGOLXNIKA ADK POLU�IM

AK � AD cos� � �
p
� �
p
�

�
� ��

��



tOGDA DC � AB � �AK � 	 � � � ��

tAK KAK WEKTORA
�	
CD I 	m KOLLINEARNY� NO NAPRAWLENY W

PROTIWOPOLOVNYE STORONY� TO
�	
CD � ��	m�

pO TOJ VE PRI�INE WEKTOR

�	
DA � ��

p
�	n�

wEKTOR
�	
AC �

�	
AD �

�	
DC � �

p
�	n � �	m�

tOGDA
�	
BC �

�	
AC � �	AB � ��

p
�	n � �	m�� 		m � �

p
� � 	n � �� � 	m�

wEKTOR DIAGONALI

�	
BD �

�	
BC �

�	
CD � ��

p
�	n � ��	m� � ���	m� � �

p
� � 	n� �� � 	m�

zADA�A �� dANY DWE TO�KI M��x�� y�� z�� I M��x�� y�� z���
nAJTI KOORDINATY TO�KI� LEVA�EJ NA OTREZKE M�M� I DELQ�EJ

DLINU �TOGO OTREZKA W OTNO�ENII m � n � 
� �rIS� ����
rE�ENIE� pUSTX TO�KA M��x�� y�� z��� ISKOMAQ TO�KA� oBRAZUEM

DWA KOLLINEARNYH WEKTORA

���	
M�M� � f�x� � x��� �y� � y��� �z� � z��g I���	
M�M� � f�x� � x��� �y� � y��� �z� � z��g
dLINY �TIH WEKTOROW OTNOSQTSQ KAK

rIS� ���

j���	M�M�j � j���	M�M�j � m � n � 
�

aNALOGI�NO DLQ WEKTOROW
���	
M�M� � 
 � ���	M�M�� �TO RAWENSTWO W

KOORDINATNOJ FORME RAWNOSILXNO SISTEME

����	
���

x� � x� � 
 � �x� � x��
y� � y� � 
 � �y� � y��
z� � z� � 
 � �z� � z��

��

����������	
���������


x� �
x� � 
 � x�

� � 


y� �
y� � 
 � y�
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z� �
z� � 
 � z�
� � 


�

w �ASTNOSTI� PRI DELENII OTREZKA POPOLAM m � n � � � ��

 � � I KOORDINATY SEREDINY OTREZKA Mc�xc� yc� zc� NAHODQTSQ KAK

SREDNEE ARIFMETI�ESKOE KOORDINAT KONCOW OTREZKA

xc �
x� � x�

�
� yc �

y� � y�
�

� zc �
z� � z�

�
�

��



zADA�A �� dANY TRI WEKTORA

	a � f��� ��g� 	b � f�� ��g� 	c � f���� ��g�
pOLU�ITX RAZLOVENIE WEKTORA 	c PO BAZISU WEKTOROW 	a I 	b�

rE�ENIE� lEGKO PROWERITX� �TO WEKTORY 	a I 	b NE KOLLINE

ARNY� PO�TOMU ONI OBRAZU�T BAZIS NA PLOSKOSTI I MOVNO ZAPISATX
WEKTOR 	c W WIDE IH LINEJNOJ KOMBINACII 	c � �	a � �	b�
kAK UVE OTME�ALOSX RANEE� RAZLOVITX WEKTOR PO BAZISU � ZNA


�IT NAJTI KOORDINATY WEKTORA W �TOM BAZISE� zAPISYWAEM SISTEMU

URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ � I � � KOORDINAT WEKTORA 	c��	

 ��� � � � ���� � � � �
�� � � � ���� � � � ���� ��

�	

 � � �
� � �� �

tAKIM OBRAZOM� 	c � � � 	a� � �	b�

zADA�A �� rADIUS
WEKTOR TO�KIM�x� y� z� SOSTAWLQET S OSX� OX
UGOL � � ��o� S OSX� OZ UGOL � � ��o� DLINA WEKTORA j ��	OM j� 	� A
KOORDINATA y � �� nAJTI KOORDINATY TO�KI M �RIS� ����

rIS� ���

rE�ENIE� dLQ NAHOVDENIQ KOORDINAT

TO�KI M WOSPOLXZUEMSQ FORMULAMI DLQ NA

HOVDENIQ NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW WEKTORA��	
OM

cos� �
x

j ��	OM j � x �j ��	OM j � cos� �

� 	 � cos ��o � 	 � ����� � ��

cos � �
z

j ��	OM j � z �j ��	OM j � cos � � 	 � cos ��o � 	 �
p
�

�
� �

p
��

�TOBY NAJTI cos �� ISPOLXZUEM OSNOWNOE SWOJSTWO NAPRAWLQ��IH

KOSINUSOW cos� �� cos� � � cos� � � ��
oTS�DA� cos � � 
p� � cos� � � cos� ��
dALEE OSTAWLQEM TOLXKO ZNAK �PL�S� PERED KORNEM� T�K� KOORDINATA
y DOLVNA BYTX POLOVITELXNOJ� pOLU�IM

cos � �
q
� � ������ � �

p
����� �

q
�� ��� � ��� � ����

iTAK� cos � � ���� T�E� UGOL � � ��o� tOGDA IZ FORMULY cos � �
y

j ��	OM j NAJDEM y �j ��	OM j � cos � � 	 � ��� � ��

iTAK� TO�KA M IMEET KOORDINATY M��� �
p
�� ���

��



���� sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW

o P R E D E L E N I E� sKALQRNYM PROIZWEDENIEM �	a � 	b� DWUH

WEKTOROW 	a I 	b NAZYWAETSQ �ISLO� RAWNOE PROIZWEDENI� DLIN

�TIH WEKTOROW NA KOSINUS UGLA � MEVDU NIMI�

�	a �	b� �j 	a j � j 	b j � cos ��

eSLI U�ESTX� �TO j	aj � cos� �pr�b	a

ILI j	bj � cos� �pr�a
	b� �rIS� ���

TO SKALQRNOE PROIZWEDENIE MOVNO ZAPISATX W WI

DE�

�	a �	b� �j 	b j �pr�b	a� �	a �	b� �j 	a j �pr�a
	b�

rIS� �	�

���� �� sWOJSTWA SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ

�� sKALQRNOE PROIZWEDENIE NE MENQETSQ PRI PERESTANOWKE MESTAMI
SOMNOVITELEJ�

�	a �	b� � �	b � 	a��
W SILU �ETNOSTI FUNKCII cos��

�� sKALQRNOE PROIZWEDENIE PERPENDIKULQRNYH WEKTOROW RAWNO NU

L��

�	a �	b� � �� ESLI 	a � 	b�

TAK KAK PRI � � �� BUDET cos� � ��

�� sKALQRNOE PROIZWEDENIE KOLLINEARNYH WEKTOROW RAWNO PROIZ

WEDENI� IH DLIN�

�	a �	b� �j 	a jj 	b j� ESLI 	a k 	b�
TAK KAK DLQ KOLLINEARNYH WEKTOROW � � �� BUDET cos� � ��

CLEDSTWIE� pRI SKALQRNOM UMNOVENII WEKTORA SAMOGO NA SEBQ

POLU�AETSQ SKALQRNYJ KWADRAT WEKTORA� KOTORYJ RAWEN KWADRATU
EGO DLINY�

�	a � 	a� � 	a � �j 	a j� �
��



�� pOSTOQNNYJ MNOVITELX MOVNO WYNOSITX ZA ZNAK SKALQRNOGO

PROIZWEDENIQ�
�
	a �	b� � 
�	a �	b��
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�� pRQMAQ ZADANA TO�KOJ M��x�� y�� I NAPRAWLQ��IM WEKTO�
ROM 	s � fm� ng� W KA�ESTWE KOTOROGO MOVET BYTX WZQT L�BOJ

WEKTOR� PARALLELXNYJ PRQMOJ� �rIS����

rIS� ��

w �TOM SLU�AE DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PRQ

MOJ MY BEREM NA NEJ PROIZWOLXNU� TO�KU

M�x� y�� OBRAZUEM WEKTOR
���	
M�M � f�x �

x��� �y � y��g I ZAPISYWAEM USLOWIE KOLLINE

ARNOSTI WEKTOROW 	s � fm� ng I���	
M�M � f�x� x�� � �y � y��g �

���	
M�M � 
 � 	s�

iLI W KOORDINATNOJ FORME

x � x�
m

�
y � y�
n

� ���

�TO URAWNENIE NOSIT NAZWANIE KANONI�ESKOGO URAWNENIQ PRQMOJ NA

PLOSKOSTI�

iTAK� ZNAQ KOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT PRQMAQ� I
KAKOJ
LIBO WEKTOR� PARALLELXNYJ PRQMOJ� MOVNO LEGKO POLU�ITX EE
URAWNENIE�

zADA�A 
� sOSTAWITX URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�

KU M����� �� PARALLELXNO 	s � f�� ��g�

rE�ENIE� iSPOLXZUEM URAWNENIE ���

x � �

�
�
y � �

�� �� ���x��� � ��y� �� �� �x��y� � � ��

pOSLE PREOBRAZOWANIQ MY POLU�ILI OB�EE URAWNENIE PRQMOJ�

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�

KU M���� ��� PARALLELXNO OSI OY �

rE�ENIE� iSPOLXZUEM URAWNENIE ���� ZNAQ 	j � f�� �g�
x� �

�
�
y � �

�
�� � � �x � �� � ��y � �� �� x � � � ��

��



�� pRQMAQ ZADANA DWUMQ TO�KAMI M��x�� y�� I M��x�� y���

w �TOM SLU�AE DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PRQ

MOJ MY BEREM NA NEJ PROIZWOLXNU� TO�KU

M�x� y�� OBRAZUEM DWA WEKTORA �RIS� ������	
M�M � f�x� x�� � �y � y��g I���	
M�M� � f�x� � x�� � �y� � y��g� rIS� ��

ZAPISYWAEM USLOWIE KOLLINEARNOSTI WEKTOROW
���	
M�M I

���	
M�M� W

KOORDINATNOJ FORME

x� x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

� ���

�TO URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE ZADANNYE TO�KI�

zAMETIM� �TO WEKTOR
���	
M�M� QWLQETSQ NAPRAWLQ��IM WEKTOROM PRQ


MOJ� PO�TOMU URAWNENIE ��� LEGKO MOGLO BYTX POLU�ENO I IZ KANONI

�ESKOGO URAWNENIQ�

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE
ZADANNYE TO�KI M������� I M����� ���

rE�ENIE� pODSTAWIM W URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE
TO�KI� KOORDINATY TO�EK M� I M��

x � x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

� x� �

�� � �
�
y � �

� � �
� x � �

�	 �
y � �

�
�

pOLU�ENNOE KANONI�ESKOE URAWNENIE PREOBRAZUEM K OB�EMU WIDU

�x� 	y � �� � ��

�� oTMETIM� �TO IZ KANONI�ESKOGO URAWNENIQ PRQMOJ LEGKO PO

LU�A�TSQ PARaMETRI�ESKIE URAWNENIQ

x� x�
m

�
y � y�
n

� t �

�������	
������


x � x�
m

� t

y � y�
n

� t

�
�	

 x � mt � x�
y � nt� y�

� ���

��



tAKIM OBRAZOM� DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PRQMOJ NA PLOSKOSTI
NEOBHODIMO ZNATX�
� LIBO TO�KU M��x�� y�� I WEKTOR NORMALI PRQMOJ

	N � fA�Bg�
� LIBO TO�KU M��x�� y�� I NAPRAWLQ��IJ WEKTOR

	s � fm�ng�
� LIBO DWE TO�KI M��x�� y�� I M��x�� y���

nO� KROME OSNOWNYH URAWNENIJ ���� ���� ISPOLXZU�TSQ URAWNENIQ
PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU M��x�� y�� S ZADANNYM UGLOWYM KO

�FFICIENTOM �TANGENSOM UGLA NAKLONA� OBRAZOWANNOGO PRQMOJ S OSX�
OX�� I URAWNENIE PRQMOJ �W OTREZKAH��
pOLU�IM �TI URAWNENIQ�

�� pREOBRAZUEM URAWNENIE ��� SLEDU��IM OBRAZOM�

A�x� x�� �B�y � y�� � � � B�y � y�� � �A�x� x�� �
� y � y� � �B

A
� �x� x��� oBOZNA�IW k � �B

A
� POLU�IM

y � y� � k �x � x��� ���

pOSLE PREOBRAZOWANIJ MOVNO ZAPISATX E�E ODIN WARIANT URAWNENIQ

PRQMOJ S UGLOWYM KO�FFICIENTOM�

y � y� � kx � kx� � y � kx� b� ���

rIS� 	�

zDESX b � �y� � kx���
uRAWNENIQ ��� I ��� OTLI�A�TSQ TEM� �TO W URAW

NENII ��� SRAZU WIDNY KOORDINATY TO�KI� �EREZ
KOTORU� PROHODIT PRQMAQ� A W URAWNENII ��� �
NET� sMYSL PARAMETRA

k �
y � y�
x � x�

� tg � KAK TANGENSA UGLA NAKLONA

PRQMOJ K OSI OX POKAZAN NA RISUNKE ��

uRAWNENIE PRQMOJ S UGLOWYM KO�FFICIENTOM POLU�AETSQ I IZ KA

NONI�ESKOGO URAWNENIQ ���

x� x�
m

�
y � y�
n

� n

m
� �x� x�� � y � y�

� y � y� � k�x� x��� GDE k �
n

m
�

�	



�� pOLU�IM URAWNENIE PRQMOJ� OTSEKA��EJ NA KOORDINATNYH OcQH
OX I OY OTREZKI a I b SOOTWETSTWENNO�

dLQ RE�ENIQ ZADA�I MOVNO ISPOLXZOWATX URAW

NENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE ZADAN

NYE TO�KI� LEVA�IE NA OSQH KOORDINAT

M��a� �� I M���� b�� �rIS���� rIS� 
�

x � x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

� x � a

� � a
�
y � �

b� �
�

� x� a

�a �
y

b
� x

�a �
�a
�a �

y

b
x

a
�
y

b
� �� �	�

�TO I ESTX URAWNENIE PRQMOJ �W OTREZKAH��

w TABLICE ���� PRIWEDENY TIPY URAWNENIJ PRQMOJ NA PLOSKOSTI S

UKAZANIEM GEOMETRI�ESKOGO SMYSLA WHODQ�IH W NIH PARAMETROW�

o�ENX WAVNO UMETX IZ DANNOGO URAWNENIQ PRQMOJ IZWLE�X WS�

INFORMACI� OB �TOJ PRQMOJ� KOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PRO

HODIT PRQMAQ� I KOORDINATY WEKTORA � LIBO NAPRAWLQ��EGO� LIBO
WEKTORA NORMALI� TAK KAK PRAKTI�ESKI WO WSEH ZADA�AH O WZAIMNOM
RASPOLOVENII PRQMYH� KOTORYE BUDUT RASSMOTRENY NIVE� ISPOLXZU

�TSQ SREDSTWA WEKTORNOJ ALGEBRY�

zAMETIM� �TO URAWNENIE ODNOJ I TOJ VE PRQMOJ MOVET BYTX ZAPI

SANO RAZLI�NYMI SPOSOBAMI� PRI�EM IZ ODNOGO WIDA URAWNENIQ LEGKO
POLU�ITX DRUGOJ�

��



uRAWNENIQ PRQMOJ NA PLOSKOSTI

tABLICA ���

N
nAZWANIE uRAWNENIE

sMYSL PARAMETROW

�� pRQMAQ� PRO

HODQ�AQ �EREZ TO�

KU PERPENDIKULQR

NO DANNOMU WEKTORU

A�x�x���B�y�y���� M��x�� y���
TO�KA NA PRQMOJ�
	N � fA�Bg� WEK

TOR NORMALI�

�� oB�EE URAWNENIE

PRQMOJ Ax �By � C � � 	N � fA�Bg�

��
uRAWNENIE PRQMOJ

W OTREZKAH

x

a
�
y

b
� �

a� OTREZOK NA OSI

OX �
b� OTREZOK NA OSI

OY�

�� kANONI�ESKOE UR
E
�pRQMAQ� PROHODQ

�AQ �EREZ TO�KU PA

RALLELXNO DANNOMU

WEKTORU�

x� x�
m

�
y � y�
n

M��x�� y���
TO�KA NA PRQMOJ�
	s � fm�ng�
NAPRAWLQ��IJ

WEKTOR�
�� pARAMETRI�ESKIE
URAWNENIQ

x � mt� x��
y � nt� y�

TOT VE�

�� pRQMAQ� PROHODQ

�AQ �EREZ TO�KU� S
ZADANNYM UGLOWYM

KO�FFICIENTOM

y � y� � k�x� x���

k � tg� � �A
B

�
n

m
�

M��x�� y���
TO�KA NA PRQMOJ�
k� UGLOWOJ KO�F

FICIENT

�� uRAWNENIE PRQMOJ�
PROHODQ�EJ �EREZ

DWE TO�KI

x� x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

TO�KI

M��x�� y���
M��x�� y��

�




wZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMYH NA PLOSKOSTI

�� pRQMYE ZADANY OB�IMI URAWNENIQMI

l� � A�x�B�y � C� � �� l� � A�x �B�y �C� � ��
GDE 	N� � fA��B�g� 	N� � fA��B�g 
 WEKTORA NORMALEJ�

tABLICA ������
kOSINUS UGLA uSLOWIE PARALLEL� uSLOWIE PERPENDIKUL�

cos� �
� 	N� � 	N��

j 	N�j � j 	N�j
� 	N�jj 	N�

	N� � 	N�

	N� � 
 � 	N� � 	N� � 	N�� � �

�
A�A� �B�B�q

A�
� �B�

�

q
A�

� �B�
�

A�

A�

�
B�

B�

A� A� �B� B� � �

�� pRQMYE ZADANY KANONI�ESKIMI URAWNENIQMI

l� �
x� x�
m�

�
y � y�
n�

� l� �
x� x�
m�

�
y � y�
n�

�

GDE 	s� � fm��n�g� 	s� � fm��n�g � NAPRAWLQ��IE WEKTORA�

tABLICA ������
kOSINUS UGLA uSLOWIE PARALLEL� uSLOWIE PERPENDIKUL�

cos� �
�	s� � 	s��
j	s�j � j	s�j � 	s�jj	s� 	s� � 	s�

	s� � 
 � 	s� �	s� � 	s�� � �

�
m�m� � n�n�q

m�
� � n�

�

q
m�� � n�

�

m�

m�

�
n�

n�

m� m� � n� n� � �

�� pRQMYE ZADANY URAWNENIQMI

l� � y � k�x � b�� l� � y � k�x � b��
GDE k� � tg��� k� � tg�� � UGLOWYE KO�FFICIENTY�

tABLICA ������
tANGENS UGLA uSLOWIE PARALLEL� uSLOWIE PERPENDIKUL�

tg� �
k� � k�

� � k� � k� k� � k� � � k� � k� � �

rASSTOQNIE d OT TO�KI M��x�� y�� DO PRQMOJ l � Ax�By�C � �

d �
jAx� �By� � Cjp

A� �B�
�

��



������ pEREHOD OT ODNOGO WIDA URAWNENIQ PRQMOJ
K DRUGIM WIDAM URAWNENIJ

pUSTX PRQMAQ ZADANA KANONI�ESKIM URAWNENIEM

x� �

�
�
y � �

�� � ���

iZ URAWNENIQ IMEEM� KOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT

PRQMAQ M���� ��� I 	s � f�� ��g � NAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ�
pOLU�IM DRUGIE WIDY URAWNENIJ �TOJ PRQMOJ�

�� pARAMETRI�ESKIE URAWNENIQ� pRIRAWNQEM OBA RAWENSTWA W

��� K PARAMETRU t
x � �

�
�
y � �

�� � t�

OTKUDA POLU�AEM
x� �

�
� t�

y � �

�� � t�

oKON�ATELXNO

�	

 x � �t � �
y � ��t � �

� ����

iZ POLU�ENNOGO WIDNO� �TO KO�FFICIENTAMI PERED t QWLQ�TSQ

KOORDINATY NAPRAWLQ��EGO WEKTORA PRQMOJ�

�� uRAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU� PERPENDIKU�
LQRNO WEKTORU POLU�AETSQ IZ URAWNENIQ ���� ESLI RE�ITX EGO KAK
PROPORCI�

���x � �� � ��y � �� � ��x� �� � ��y � �� � �� ����

�� oB�EE URAWNENIE PRQMOJ POLU�IM� RASKRYW SKOBKI W PREDY

DU�EM URAWNENII�

�x � �y � � � �� ����

oTMETIM� �TO IZ DWUH POSLEDNIH URAWNENIJ MOVNO ZAKL��ITX� �TO
WEKTOR NORMALI DANNOJ PRQMOJ IMEET KOORDINATY 	N � f�� �g�

zAME�ANIE� iZ PREDYDU�EGO PRIMERA SLEDUET� �TO� ESLI MY ZNA

EM NAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ 	s � fm� ng � TO DLQ NAHOVDENIQ
��



WEKTORA NORMALI DOSTATO�NO POMENQTX MESTAMI KOORDINATY I U OD

NOJ IZ NIH SMENITX ZNAK 	N � fn� �mg�
i NAOBOROT� ZNAQ KOORDINATY WEKTORA NORMALI 	N � fA� Bg� MOV


NO ZAPISATX NAPRAWLQ��IJ WEKTOR 	s � fB� �Ag�

�� uRAWNENIE PRQMOJ S UGLOWYM KO�FFICIENTOM� uRAWNENIE ���
MOVNO ZAPISATX W WIDE

�y � �� � ��

�
�x� ��� ����

uGLOWOJ KO�FFICIENT PRQMOJ RAWEN k � ��

�
� rASKRYW SKOBKI� PO


LU�IM E�E ODIN WARIANT URAWNENIQ PRQMOJ S UGLOWYM KO�FFICIEN

TOM

y � ��

�
x � �

�
� ����

�TO VE URAWNENIE MOVNO BYLO POLU�ITX I IZ OB�EGO URAWNENIQ

�x � �y � � � �� WYRAZIW IZ NEGO y�

zAME�ANIE� iZ URAWNENIQ PRQMOJ c UGLOWYM KO�FFICIENTOM TAK

VE LEGKO OPREDELQ�TSQ WEKTOR NORMALI PRQMOJ I EE NAPRAWLQ��IJ

WEKTOR� tAK� ZAPISAW URAWNENIE y � �x�� W WIDE �x�y�� � �� BU

DEM IMETX WEKTOR NORMALI 	N � f�� ��g I NAPRAWLQ��IJ WEK

TOR 	s � f�� �g�

�� uRAWNENIE PRQMOJ �W OTREZKAH� POLU�AETSQ IZ OB�EGO URAW

NENIQ ���� SLEDU��IM OBRAZOM�
PERENOSIM SWOBODNYJ �LEN URAWNENIQ W PRAWU� �ASTX

�x � �y � ���
DELIM NA NEGO WSE �LENY URAWNENIQ� TAK �TOBY W PRAWOJ �ASTI POLU

�ILASX EDINICA

�x

�� �
�y

�� � � � x

���� �
y

���� � �� ����

iZ POLU�ENNOGO URAWNENIQ WIDNO� �TO PRQMAQ OTSEKAET NA OSI OX
OTREZOK a � ����� A NA OSI OY OTREZOK b � �����

��



zAME�ANIE� w KA�ESTWE ISHODNOGO MOVET BYTX I NE KANONI�ESKOE�
A L�BOE DRUGOE URAWNENIE PRQMOJ� IZ KOTOROGO MOVNO POLU�ATX TE�
KOTORYE UDOBNEE W ISPOLXZOWANII DLQ RE�ENIQ KONKRETNOJ ZADA�I�

�� nAPRIMER� ISHODNAQ PRQMAQ ZADANA PARAMETRI�ESKI�

�	

 x � �t� �
y � ��t � �

� ����

dLQ POLU�ENIQ OB�EGO URAWNENIQ WYRAZIM PARAMETR t IZ WYRAVE

NIQ DLQ x I PODSTAWIM W WYRAVENIE DLQ y �

t �
�

�
�x� ��� y � �� � �

�
�x� ��� � � �x � �y � � � ��

������ zADA�I NA PRQMU� LINI� NA PLOSKOSTI

�� pOSTROENIE PRQMYH NA PLOSKOSTI�

oB�IJ PODHOD K RE�ENI� ZADA�I SOSTOIT W OPREDELENII KOORDI

NAT DWUH TO�EK� �EREZ KOTORYE PROHODIT DANNAQ PRQMAQ�

zADA�A � pOSTROITX PRQMYE�

� �� l � �x � �y � � � ��

bEREM ZNA�ENIE x � � I WY�ISLQEM ZNA�ENIE y � �� pOLU�AEM

TO�KU M���� ��� bEREM ZNA�ENIE y � � I WY�ISLQEM ZNA�ENIE

x � �� pOLU�AEM TO�KU M���� ��� pOLU�ILI TO�KI PERESE�ENIQ

PRQMOJ S OSQMI KOORDINAT�pO �TIM TO�KAM LEGKO POSTROITX PRQMU��
�rIS����

rIS� �� rIS� ��

��



� �� l � y � �x�
pRQMAQ PROHODIT �EREZ NA�ALO KOORDINAT O��� ��� wTORU� TO�KU

PRQMOJ POLU�IM� WZQW ZNA�ENIE x � �� TOGDA ZNA�ENIE y � � I TO�KA

��� ��� �rIS����

� �� l �
x� �

�
�
y � �

�� �

pRQMAQ ZADANA KANONI�ESKIM URAWNENIEM� PO�TOMU KOORDINATY

ODNOJ TO�KI IZWESTNY SRAZU M�������� kOORDINATY WTOROJ TO�

KI POLU�IM� WZQW W URAWNENII PRQMOJ x � � ��TOBY POLU�I

LOSX CELO�ISLENNOE ZNA�ENIE�� wY�ISLQEM SOOTWETSTWU��EE ZNA�E

NIE y � ��� tAKIM OBRAZOM� M�������� sTROIM PRQMU� PO DWUM

TO�KAM� �rIS�	��

rIS� � rIS� ��

� �� l �

�	

 x � �t � �

y � t� �
�

pRQMAQ ZADANA PARAMETRI�ESKI� iZ URAWNENIJ IMEEM SRAZU KO

ORDINATY ODNOJ TO�KI� M����� ��� �rIS� ��� kOORDINATY WTOROJ

TO�KI POLU�IM� WZQW KAKOE
LIBO ZNA�ENIE PARAMETRA t I WY�I

SLIW SOOTWETSTWU��IE ZNA�ENIQ x I y� pUSTX t � �� TOGDA

x � � � � � �� y � � � � � �� iTAK� M���� ���

� �� x� � � �

w URAWNENII OTSUTSTWUET PEREMENNAQ y� dANNAQ PRQMAQ PROHODIT
�EREZ TO�KU x � � PARALLELXNO OSI OY � �rIS�����

rIS� ��� rIS� ���

��



�� sOSTAWLENIE URAWNENIJ PRQMYH

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIQ PRQMYH� PROHODQ�IH �EREZ TO�

KU Mo������ � A� PARALLELXNO� W� PERPENDIKULQRNO� S� POD

UGLOM ��o K PRQMOJ l � �x � �y � � � ��

rE�ENIE�

a� COSTAWIM URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DANNU� TO�KU

PARALLELXNO DANNOJ PRQMOJ� iSHODNAQ PRQMAQ ZADANA OB�IM URAW

NENIEM� IZ KOTOROGO SLEDUET� �TO NORMALXNYJ WEKTOR PRQMOJ 	N �
f����g� wEKTOR NORMALI DANNOJ PRQMOJ MOVET SLUVITX I NORMALX�
K PARALLELXNOJ PRQMOJ� �rIS�����

rIS� ���

wZQW URAWNENIE ISKOMOJ PRQMOJ W WIDE�

A�x� xo� �B�y � yo� � ��

POLU�IM POSLE PODSTANOWKI KOORDINAT TO�KI

M������� I WEKTORA NORMALI 	N � f����g URAW

NENIE

��x � ��� ��y � �� � � ILI �x � �y � �� � ��

b� COSTAWIM URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DANNU� TO�KU

PERPENDIKULQRNO DANNOJ PRQMOJ� iZ RISUNKA �� WIDNO� �TO WEKTOR
NORMALI ISHODNOJ PRQMOJ SLUVIT NAPRAWLQ��IM WEKTOROM DLQ PER

PENDIKULQRNOJ PRQMOJ 	N � 	s � f����g� tAKIM OBRAZOM DLQ URAW

NENIQ PERPENDIKULQRNOJ PRQMOJ MY IMEEM TO�KU Mo������ I NA

PRAWLQ��IJ WEKTOR� �rIS�����

rIS� ���

iSPOLXZUQ URAWNENIE ISKOMOJ PRQMOJ W KANONI

�ESKOM WIDE

x� xo
m

�
y � yo
n
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c� sOSTAWIM URAWNENIQ PRQMYH� PROHODQ�IH �EREZ DANNU� TO�KU

POD UGLOM ��� K DANNOJ PRQMOJ�

rE�ENIE� iZ RISUNKA �� WIDNO� �TO �EREZ DAN

NU� TO�KU POD UGLOM ��� K DANNOJ PRQMOJ PROHO

DQT DWE WZAIMNO PERPENDIKULQRNYE PRQMYE� iS

HODNAQ PRQMAQ ZADANA OB�IM URAWNENIEM IZ KO

TOROGO EE NORMALXNYJ WEKTOR 	N � f����g� sOZ

DADIM DRUGOJ WEKTOR� PERPENDIKULQRNYJ DANNO

MU I IME��IJ ODINAKOWU� S NIM DLINU�

rIS� �	�

dLQ POLU�ENIQ TAKOGO WEKTORA DOSTATO�NO W DANNOM POMENQTX MES

TAMI KOORDINATY I U ODNOJ IZ NIH SMENITX ZNAK� 	N� � f�� �g�
wEKTORY 	N � f����g I 	N� � f�� �g DEJSTWITELXNO RAWNY PO DLINE

I WZAIMNO PERPENDIKULQRNY � 	N � 	N� � f����gf�� �g � �� � �� � ���
wEKTOR DIAGONALI 	d KWADRATA� POSTROENNOGO NA WEKTORAH 	N I 	N��
OBRAZUET S WEKTORAMI 	N I 	N� UGOL W ��o I SLUVIT NORMALXNYM WEK

TOROM PRQMOJ l� I NAPRAWLQ��IM WEKTOROM PRQMOJ l�� �TOT WEKTOR
QWLQETSQ SUMMOJ WEKTOROW 	N I 	N�� PO�TOMU 	d � 	N � 	N� � f	���g�

dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PRQMOJ l� ISHODNYM BUDET URAWNE

NIE A�x � xo� � B�y � yo� � �� pOSLE PODSTANOWKI KOORDINAT

TO�KI Mo������ I KOORDINAT NORMALXNOGO WEKTORA 	d � fA�Bg �
f	���g POLU�AEM URAWNENIE ISKOMOJ PRQMOJ

	�x � �� � ��y � �� � � ILI �x � y � �� � ��

tAK KAK PRQMAQ l� PERPENDIKULQRNA K PRQMOJ l�� TO W KA�ESTWE

EE WEKTORA NORMALI MOVNO WZQTX WEKTOR 	d� � f�� 	g� pOSLE PODSTA

NOWKI KOORDINAT TO�KIM������� I KOORDINAT WEKTORA 	d� POLU�AEM

URAWNENIE PRQMOJ l�

��x � �� � 	�y � �� � � ILI x� � � ��y � �� � ��

oKON�ATELXNO x� �y � �� � ��

zAME�ANIE� eSLI ISHODNAQ PRQMAQ ZADANA URAWNENIEM DRUGOGO WI

DA� TO NUVNO SNA�ALA PRIWESTI EGO K OB�EMU URAWNENI�� I DALEE RE

�ATX ZADA�U PREDLOVENNYM WY�E SPOSOBOM�

��



�� zADA�I NA WZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMYH

pRQMYE NA PLOSKOSTI MOGUT BYTX PARALLELXNY� PERPENDIKULQRNY
ILI W OB�EM SLU�AE PERESEKATXSQ POD KAKIM
TO UGLOM� w TEH SLU�A

QH� KOGDA PRQMYE PERESEKA�TSQ� NEOBHODIMO OPREDELQTX KOORDINATY
TO�KI PERESE�ENIQ I UGOL MEVDU PRQMYMI� kROME TOGO� NEOBHODI

MO UMETX PROWERQTX USLOWIQ PARALLELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOSTI

PRQMYH� oTMETIM� �TO WSE �TI ZADA�I RE�A�TSQ SREDSTWAMI WEKTOR

NOJ ALGEBRY� PO�TOMU NUVNO UMETX IZ URAWNENIJ PRQMYH OPREDELQTX
KOORDINATY LIBO WEKTOROW NORMALI� LIBO NAPRAWLQ��IH WEKTOROW�
MOVNO TAKVE ISPOLXZOWATX UGLOWYE KO�FFICIENTY PRQMYH� w TAB

LICAH ������
������ PRIWEDENY RAZLI�NYE FORMULY DLQ OPREDELENIQ

UGLA� OBRAZOWANNOGO PAROJ PERESEKA��IHSQ PRQMYH� USLOWIQ PARAL

LELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOSTI PRQMYH DLQ RAZNYH SLU�AEW ZADA

NIQ PRQMOJ� pRI RE�ENII ZADA� NA WZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMYH
REKOMENDUETSQ PRIWESTI OBA URAWNENIQ K ODNOMU WIDU� LIBO K OB�E

MU� LIBO K KANONI�ESKOMU� LIBO K URAWNENI� S UGLOWYM KO�FFICI

ENTOM�

nAHOVDENIE TO�KI PERESE�ENIQ DWUH PRQMYH

zADA�A �� nAJTI TO�KU PERESE�ENIQ PRQMYH�

l� �
x� �

�� �
y � 	

�
� l� � �x � �y � ��

rE�ENIE� �
J SPOSOB� dLQ NAHOVDENIQ TO�KI PERESE�ENIQ PRQ

MYH NEOBHODIMO RE�ITX SISTEMU IZ DWUH URAWNENIJ �TIH PRQMYH�
�TU SISTEMU LU��E RE�ATX� ESLI PREDWARITELXNO PEREWESTI KANONI

�ESKOE URAWNENIE PRQMOJ l� W PARAMETRI�ESKIJ WID� pOLU�IM SISTE

MU ����	

���


�	

 x � ��t � �
y � �t � 	

�x � �y � � � �
�

DLQ RE�ENIQ KOTOROJ W URAWNENIE PRQMOJ l� PODSTAWLQEM WYRAVENIQ
DLQ x I y �EREZ t IZ URAWNENIJ PERWOJ PRQMOJ I NAHODIM ZNA�ENIE

PARAMETRA t� SOOTWETSTWU��EE TO�KE PERESE�ENIQ

����t� ��� ���t�	�� � � � � ��t��� � � � t � ���

��
�

�	



pODSTAWIM POLU�ENNOE ZNA�ENIE t W URAWNENIQ PRQMOJ l� I POLU

�IM KOORDINATY TO�KI PERESE�ENIQ

x � ����� � � � ����� y � ������� � 	 � ����� ILI M
�
��

�
���

�

�
�

�
J SPOSOB� pRI RE�ENII DANNOJ ZADA�I MOVNO POLXZOWATXSQ OB

�IMI URAWNENIQMI PRQMYH� PO�TOMU PRIWED
M KANONI�ESKOE URAW

NENIE PRQMOJ l� K OB�EMU WIDU�

x� �

�� �
y � 	

�
� �x � �� � ��y � �� � �x � �y � � � ��

dLQ NAHOVDENIQ TO�KI PERESE�ENIQ PRQMYH NEOBHODIMO NAJTI RE�E

NIE SISTEMY
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tAKIM OBRAZOM� TO�KA PERESE�ENIQ PRQMYH M
�
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nAHOVDENIE UGLA� OBRAZOWANNOGO PAROJ PERESEKA��IHSQ PRQMYH

zADA�A �� nAJTI KOSINUS UGLA� OBRAZOWANNOGO PAROJ PERESEKA�

�IHSQ PRQMYH l� � �x � �y � � � �� l� � �x � �y � ��

rE�ENIE� kOSINUS UGLA MEVDU PRQMYMI� ZADANNYMI OB�IMI

URAWNENIQMI� NAHODIM KAK KOSINUS UGLA MEVDU IH NORMALXNYMI WEK

TORAMI �rIS� ���� �SM� FORMULU W TABLICE ��������

cos� � cos� 	N�� 	N�� � 
 � 	N�� 	N��

j 	N� jj 	N� j
�

� 
 f�� �gf�� �gp
�� � ��

p
�� � ��

�

� 
 � � � � � � �p
� � �

p
� � ��

� 
 ��p
��
p
��
� rIS� �
�

zAMETIM� �TO PRQMYE OBRAZU�T MEVDU SOBOJ DWA UGLA� ODIN IZ KOTO

RYH OSTRYJ� A DRUGOJ TUPOJ� zNAK 
 W WYRAVENII DLQ cos� SOOTWET

STWUET TOMU� LIBO DRUGOMU UGLU� �pO TRIGONOMETRI�ESKIM TABLICAM�
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ZNAQ cos�� MOVNO NAJTI SOOTWETSTWU��EE ZNA�ENIE UGLA ���

zAME�ANIE� eSLI PRQMYE ZADANY KANONI�ESKIM ILI PARAMETRI

�ESKIMI URAWNENIQMI� IZ KOTORYH IMEEM KOORDINATY NAPRAWLQ��IH
WEKTOROW

	s� I 	s�� tOGDA UGLOM MEVDU PRQMYMI BUDET UGOL MEVDU NAPRAW

LQ��IMI WEKTORAMI� zADA�A PRAKTI�ESKI SWODITSQ K PREDYDU�EJ

�TABLICY ������ I NAHODITSQ KOSINUS UGLA MEVDU PRQMYMI�

eSLI VE PRQMYE ZADANY TAK� �TO IZWESTNY IH UGLOWYE KO�FFI

CIENTY� TO NAHODIM TANGENS UGLA MEVDU PRQMYMI� A PO TRIGONOMET

RI�ESKIM TABLICAM ZNA�ENIE UGLA� nAPRIMER�
PUSTX l� � y � �x��� l� � y � ��x��� tOGDA k� � �� k� � ���

bEREM FORMULU NAHOVDENIQ TANGENSA UGLA MEVDU DWUMQ PRQMYMI

�TABLICA ������
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pROWERKA USLOWIJ PARALLELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOSTI PRQMYH

zADA�A ��� rASSMOTRIM NESKOLXKO PAR PRQMYH

� �� l� � ��x � �y � � � �� l� �
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�TI PRQMYE PARALLELXNY� TAK KAK KOLLINEARNY IH WEKTORA NORMALI

	N� � f��� �g� 	s� � f��� �g � 	N� � f�� �g�

wEKTORA 	N� I 	N� KOLLINEARNY� TAK KAK IH ODNOIMENNYE KOORDI


NATY PROPORCIONALXNY�
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�TI PRQMYE PARALLELXNY� TAK KAK IME�T ODIN I TOT VE WEKTOR NOR

MALI

	N� � f�� �g� 	s� � f��� �g � 	N� � f�� �g�

� �� l� �
x
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�
y

�
� �� l� � y �

�

�
x � ��

�TI PRQMYE PERPENDIKULQRNY� TAK KAK WZAIMNO PERPENDIKULQRNYIH
WEKTORA NORMALI� dEJSTWITELXNO� ZAPI�EM �TI URAWNENIQ W WIDE

l� � �x � �y � �� l� � �x � �y � � � ��

	N� � f�� �g� 	N� � f�� ��g�
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	s� � f�� �g� � 	N� � f�� ��g� 	N� � f�� �g�
� 	N� � 	N�� � � � � � � � ���� � ��

wEKTORA 	N� I 	N� WZAIMNO PERPENDIKULQRNY� A ZNA�IT PERPENDI

KULQRNY I PRQMYE�

nAHOVDENIE PROEKCII TO�KI NA PRQMU�

pROEKCIEJ TO�KI M�x� y� NA PRQMU� l BUDET TO�KA PERESE�ENIQ

PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KUM�x� y� PERPENDIKULQRNO PRQMOJ l�
S �TOJ PRQMOJ l� �rIS����� pO�TOMU RE�ENIE ZADA�I BUDET SOSTOQTX

IZ DWUH �TAPOW�

a� sOSTAWLENIE URAWNENIQ PRQMOJ l�� PROHODQ

�EJ �EREZ TO�KU M�x� y� PERPENDIKULQRNO PRQ

MOJ l ��TA ZADA�A PODROBNO RASSMOTRENA WY�E��

b� nAHOVDENIE TO�KI PERESE�ENIQ DWUH PRQMYH

l I l� �RE�ENIE TAKOJ ZADA�I MY TAKVE UVE RAS

SMOTRELI��

rIS� ���

��



������ nAHOVDENIE RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PRQMOJ

zADA�A ��� nAJTI RASSTOQNIE OT TO�KIM������ DO PRQMOJ l � �x�
�y � 	 � ��
rE�ENIE� wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ WY�ISLENIQ RASSTOQNIQ OT

DANNOJ TO�KI M�x�� y�� DO DANNOJ PRQMOJ Ax�By �C � ��

d �
j Ax� �By� � C jp

A� �B�
�

fORMULA GOWORIT O TOM� �TO DLQ OPREDELENIQ RASSTOQNIQ OT TO�KI
DO PRQMOJ NEOBHODIMO W LEWU� �ASTX OB�EGO URAWNENIQ PRQMOJ WMES

TO TEKU�IH KOORDINAT PODSTAWITX KOORDINATY DANNOJ TO�KI� POLU

�ENNOE �ISLO WZQTX PO ABSOL�TNOJ WELI�INE I RAZDELITX NA DLINU

NORMALXNOGO WEKTORA PRQMOJ� pOLU�AEM

d �
j � � � � � � ���� � 	 jq

�� � ����� �
��
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� ��

zAME�ANIE� eSLI PRQMAQ ZADANA URAWNENIEM DRUGOGO WIDA� TO EGO
SLEDUET PRIWESTI K OB�EMU WIDU I ISPOLXZOWATX FORMULU RASSTOQ

NIQ OT TO�KI DO PRQMOJ�

zADA�A �	� nAJTI RASSTOQNIE MEVDU PARALLELXNYMI PRQMYMI

l� � ��x � �y � �� � � I l� � ��x � �y � � � ��

rE�ENIE� rASSTOQNIEM MEVDU DWUMQ PARALLELXNYMI PRQMYMI

QWLQETSQ RASSTOQNIE OT KAKOJ
LIBO TO�KI ODNOJ PRQMOJ DO WTOROJ

PRQMOJ� pRI �TOM DLQ NAHOVDENIQ TO�KI NA PRQMOJ DOSTATO�NO ZA

DATX ZNA�ENIE ODNOJ IZ KOORDINAT I IZ URAWNENIQ PRQMOJ POLU�ITX

ZNA�ENIE DRUGOJ�
pOLOVIM x� � �� tOGDA ��y � �� � � � y� � ��

tEPERX WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ WY�ISLENIQ RASSTOQNIQ OT TO�KI

M��� �� DO PRQMOJ ��x � �y � � � ��
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sOSTAWLENIE URAWNENIJ BISSEKTRIS UGLOW MEVDU PRQMYMI

zADA�A �
� sOSTAWITX URAWNENIQ BISSEKTRIS UGLOW MEVDU PRQMY

MI l� � �x � �y � � � �� l� � �x � �y � � � ��

rE�ENIE� o�EWIDNO� �TO BISSEKTRIS� KAK I UGLOW TOVE BUDET

DWE� �rIS����� wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ WY�ISLENIQ RASSTOQNIQ

OT DANNOJ TO�KI M�x�� y�� DO DANNOJ PRQMOJ Ax �By � C � �
pUSTX M�X �Y � ESTX TEKU�AQ TO�KA BISSEKTRI

SY� iSPOLXZUEM SWOJSTWO� �TO BISSEKTRISA UGLA
ESTX MNOVESTWO TO�EK� RAWNOUDAL
NNYH OT STO

RON UGLA� zAPI�EM RAWENSTWO RASSTOQNIJ OT TE

KU�EJ TO�KIM�X �Y � DO ODNOJ I WTOROJ PRQMOJ�

d �
j Ax� �By� �C jp
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oTKUDA POLU�AEM URAWNENIQ DWUH BISSEKTRIS OSTROGO I TUPOGO UG

LOW MEVDU PRQMYMI �ZAMENQEM ODNOWREMENNO KOORDINATY X� Y NA

OBY�NYE x� y�
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vuut��
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tAK KAK
q
����� � ����� TO URAWNENIE PERWOJ BISSEKTRISY
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���	x � ����y � ���� � ��

uRAWNENIE WTOROJ BISSEKTRISY
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���� kRIWYE WTOROGO PORQDKA
������ kANONI�ESKIE URAWNENIQ KRIWYH WTOROGO PORQDKA�

IH SWOJSTWA I POSTROENIE

kRIWOJ �
GO PORQDKA NAZYWAETSQ LINIQ� URAWNENIE KOTOROJ W DE

KARTOWOJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDINAT ESTX URAWNENIE WTOROJ

STEPENI

Ax� � �Bxy � Cy� �Dx�Ey � F � �� ���

GDE A� B� C NE RAWNY NUL� ODNOWREMENNO�

uRAWNENIE ��� MOVNO RAZBITX NA DWE GRUPPY SLAGAEMYH�

Ax� � �Bxy � Cy� � KWADRATI�NAQ �ASTX�

Dx�Ey � F � LINEJNAQ �ASTX�

zAMETIM� �TO KWADRATI�NAQ �ASTX W URAWNENII KRIWOJ �
GO PORQDKA
WSEGDA PRISUTSTWUET� A LINEJNAQ �ASTX MOVET I OTSUTSTWOWATX �POL

NOSTX� ILI �ASTI�NO��

gEOMETRI�ESKIM OBRAZOM URAWNENIQ ��� SLUVAT TRI LINII 
 LI

BO �LLIPS� LIBO GIPERBOLA� LIBO PARABOLA� LIBO IH WYROVDENNYE
WARIANTY� PRI�EM OPREDELITX TIP KRIWOJ MOVNO SRAZU PO KO�FFI

CIENTAM KWADRATI�NOJ FORMY� A IMENNO�

ESLI AC �B� � � 
 �LLIPTI�ESKIJ�
ESLI AC �B� � � 
 GIPERBOLI�ESKIJ�
ESLI AC �B� � � 
 PARABOLI�ESKIJ�

dLQ POSTROENIQ KRIWOJ NEOBHODIMO SNA�ALA UPROSTITX ISHODNOE

URAWNENIE� ILI� KAK GOWORQT� PRIWESTI EGO K KANONI�ESKOMU WIDU�
�TO DOSTIGAETSQ POWOROTOM I PARALLELXNYM PERENOSOM SISTEMY KO

ORDINAT W NOWOE NA�ALO� �TO BUDET RASSMOTRENO NIVE�
rASSMOTRIM KANONI�ESKIE URAWNENIQ KRIWYH �
GO PORQDKA� IH OSNOW

NYE SWOJSTWA I POSTROENIE�
wOZMOVNYE SLU�AI KANONI�ESKIH URAWNENIJ I SOOTWETSTWU��IH IM

GEOMETRI�ESKIH OBRAZOW PRIWEDENY W TABLICE��sTR����
�����
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�� �LLIPS

o P R E D E L E N I E� �LLIPSOM NAZYWAETSQ MNOVESTWO TO�EK

PLOSKOSTI� SUMMA RASSTOQNIJ KOTORYH DO DWUH DANNYH TO�EK� NA�
ZYWAEMYH FOKUSAMI� ESTX WELI�INA POSTOQNNAQ� RAWNAQ �a� ��TA
WELI�INA BOLX�E RASSTOQNIQ MEVDU FOKUSAMI� RAWNOGO 	S��

pUSTX PROIZWOLXNAQ TO�KA KRIWOJ IMEET KOORDI

NATY M�x� y�� a FOKUSY LEVAT NA OSI OX I

IME�T KOORDINATY F��c� ��� F���c� ���
tOGDA SOGLASNO OPREDELENI� MOVNO ZAPISATX
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pOSLE PREOBRAZOWANIJ POLU�IM KANONI�ESKOE URAWNENIE �LLIPSA
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S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT O��� �� I POLUOSQMI� a �OTKLADYWA

ETSQ PO OSI OX WLEWO I WPRAWO OT CENTRA� I b �OTKLADYWAETSQ PO
OSI OY WWERH I WNIZ OT CENTRA�� pRI�EM IMEETSQ SLEDU��AQ SWQZX

MEVDU RAZMERAMI OSEJ �a � �b I RASSTOQNIEM MEVDU FOKUSAMI �c

a� � b� � c�

oTNO�ENIE � �
c

a
NAZYWAETSQ �KSCENTRISITETOM I HARAKTE


RIZUET FORMU �STEPENX SVATIQ � �LLIPSA� tAK KAK DLQ �LLIPSA IMEET
MESTO� a � c� TO EGO �KSCENTRISITET � � ��
�LLIPS 
 KRIWAQ� OBLADA��AQ CENTRALXNOJ I OSEWOJ SIMMETRIEJ�

dLQ POSTROENIQ �LLIPSA DOSTATO�NO ZNATX KOORDINATY CENTRA I �E

TYREH WER�IN A��a� ��� A���a� ��� B���� b�� B�����b�� �RIS� ����
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QWLQETSQ KANONI�ESKIM URAWNENIEM �LLIPSA S
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dLQ POSTROENIQ TAKOGO �LLIPSA NEOBHODIMO SNA�ALA NANESTI POLO

VENIE CENTRA �LLIPSA NA KOORDINATU� PLOSKOSTX� PROWESTI �EREZ

CENTR OSI SIMMETRII O�X � I O�Y � I OTLOVITX POLUOSI a I b OT
�TOGO CENTRA KAK I W PREDYDU�EM SLU�AE�

pOSTROIM �LLIPSY�
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tAK KAK SUMMA KWADRATOW NE MOVET RAWNQTXSQ OTRICATELXNOMU �IS

LU� TO DANNOE URAWNENIE NE IMEET REALXNOGO GEOMETRI�ESKOGO OBRAZA�
I NAZYWAETSQ URAWNENIEM MNIMOGO �LLIPSA�

uRAWNENIE GIPERBOLI�ESKOGO TIPA�

�� uRAWNENIE y� � �x� � �y � ��x� �� � � POSLE PREOBRAZO

WANIJ PRIWEDETSQ K WIDU �y � ��� � ��x � ��� � ��
�TO MOVNO ZAPISATX W WIDE �y � �� � 
��x � ���

uRAWNENIE �
GO PORQDKA W DANNOM SLU�AE QWLQETSQ URAWNENIEM DWUH

PERESEKA��IHSQ PRQMYH

�y � �� � ��x � �� I �y � �� � ���x � ���

uRAWNENIQ PARABOLI�ESKOGO TIPA�

�� uRAWNENIE y� � �xy � �x� � � PREOBRAZUETSQ K WIDU

�y � �x�� � � ILI �y � �x� � 
��
�TO GEOMETRI�ESKI IZOBRAVAETSQ PAROJ PARALLELXNYH PRQMYH y �
�x 
 ��

�� uRAWNENIE �y� � �xy � x� � � PREOBRAZUETSQ K WIDU

��y � x�� � � ILI �y � x � ��
�TO SOOTWETSTWUET ODNOJ PRQMOJ y � �x���

��



tABLICA KRIWYH �GO PORQDKA

�� �LLIPS
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�
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�� sME�ENNYJ
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�y � yo�
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� �

�� sME�ENNAQ
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� y�
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� �
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a�
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�
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	� pARABOLA
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� sME�ENNAQ
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������ pRIWEDENIE OB�EGO URAWNENIQ KRIWOJ �GO PORQDKA
K KANONI�ESKOMU WIDU

pRISTUPIM K POSTROENI� KRIWYH �
GO PORQDKA PO IH URAWNENIQM�
nAIBOLEE PROSTYE SITUACII BYLI RASSMOTRENY WY�E� eSLI ISHODNOE
URAWNENIE NE QWLQETSQ KANONI�ESKIM� TO NEOBHODIMO PRODELATX PRE

OBRAZOWANIQ� PRIWODQ�IE EGO K KANONI�ESKOMU WIDU� nAIBOLEE PROS

TO �TO OSU�ESTWLQETSQ W TEH SLU�AQH� KOGDA ISHODNOE URAWNENIE NE
SODERVIT �LENA S PROIZWEDENIEM x y� pRIWEDENIE �TIH URAWNENIJ K
KANONI�ESKOMU WIDU OSU�ESTWLQETSQ PUT
M PARALLELXNOGO PERENOSA

SISTEMY KOORDINAT W NOWOE NA�ALO�
eSLI VE URAWNENIE SODERVIT �LEN S PROIZWEDENIEM xy� TO PRIWE


DENIE K KANONI�ESKOMU WIDU TREBUET BOLEE SLOVNYH PREOBRAZOWANIJ�
SOSTOQ�IH NE TOLXKO W PARALLELXNOM PERENOSE SISTEMY KOORDINAT W

NOWOE NA�ALO� NO I W POWOROTE SISTEMY KOORDINAT NA NEKOTORYJ UGOL�
rASSMOTRIM �TI DWA SLU�AQ�
oSTANOWIMSQ PODROBNO LI�X NA WOPROSE O PRIWEDENII K KANONI�ES

KOMU WIDU URAWNENIJ� NE SODERVA�IH PROIZWEDENIQ x y
rASSMOTRIM URAWNENIQ KRIWYH �
GO PORQDKA WIDA

Ax� � Cy� �Dx� Ey � F � ��

pREOBRAZOWANIE URAWNENIQ K KANONI�ESKOMU WIDU W �TOM SLU�AE SO

STOIT W WYDELENII POLNYH KWADRATOW�
wSPOMNIM FORMULU KWADRATA SUMMY �RAZNOSTI� DWUH �ISEL

x� 
 � � x � a� a� � �x
 a���

iZ FORMULY WIDNO� �TO KO�FFICIENT PRI PERWOJ STEPENI x RAWEN

UDWOENNOMU WTOROMU SLAGAEMOMU� pO�TOMU DLQ TOGO� �TOBY WYRAVE

NIE x� 
 kx DOPOLNITX DO POLNOGO KWADRATA� NEOBHODIMO SNA�ALA
OPREDELITX WTOROE �ISLO� RAZDELIW POPOLAM KO�FFICIENT PRI x� A

ZATEM PRIBAWITX I OTNQTX ��TOBY NE NARU�ITX RAWENSTWO� KWADRAT
�TOGO �ISLA� rASSMOTRIM �TU PROCEDURU NA PRIMERAH�
pOSTROIM KRIWYE�

�		



� �� x� � y� � �x � ��
zAPI�EM URAWNENIE W WIDE x� � �x� y� � ��
dOPOLNQEM DO POLNOGO KWADRATA� DLQ �TOGO DELIM
POPOLAM KO�FFICIENT PRI PERWOJ STEPENI x I

OPREDELQEM� �TO WTOROE �ISLO RAWNO ���� ZATEM
PRIBAWLQEM I WY�ITAEM KWADRAT �TOGO �ISLA

rIS� ���

�x� � � � ��� � x� ������ ���� � y� � ��

wYRAVENIE �x� � � � ��� � x � ����� PREDSTAWLQET SOBOJ POLNYJ

KWADRAT �x � ������ PO�TOMU OKON�ATELXNO POLU�IM KANONI�ESKOE

URAWNENIE

�x� ����� � y� � ����

gEOMETRI�ESKIM OBRAZOM POLU�ENNOGO URAWNENIQ SLUVIT OKRUVNOSTX

S CENTROM W TO�KE O������� �� I RADIUSOM R � ���� �rIS� ����

� �� �x� � �x � y� � ��y � �� � ��

rIS� ���

dEJSTWUEM PO ANALOGI�NOJ SHEME� �KO�FFICIENTY
PRI KWADRATAH PEREMENNYH NEOBHODIMO WYNESTI ZA

SKOBKI I W NIH PROWODITX WYDELENIE POLNOGO KWAD

RATA�

��x� � �x� � �y� � ��y� � �� � ��

dLQ PERWOJ SKOBKI WTOROE �ISLO� KWADRAT KOTORO

GO NUVNO DOBAWITX I OTNQTX� RAWNO �� A DLQ WTOROJ
SKOBKI �TO �ISLO ��

��x� � � � � � x� �� � ��� � �y� � � � � � y � �� � ��� � �� � ��

��x� � � � � � x� ���� � � �� � �y� � � � � � y � ��� � �� � �� � ��

��x� ��� � � � �y � ��� � �� � �� � ��

��x� ��� � �y � ��� � �� � �x� ���

�
�

�y � ���

��
� ��

�TO URAWNENIE OPREDELQET �LLIPS S CENTROM W TO�KE O���� �� I POLU

OSQMI a �

p
� I b �

p
��� �rIS� ����

�	�



� �� y � ��px� � �x � ���

rIS� ���

pERENESEM �ISLO � W LEWU� �ASTX URAWNENIQ

y � � � �
p
x� � �x� ���

tEPERX WOZWED
M OBE �ASTI URAWNENIQ W KWADRAT

�y � ��� � x� � �x� ���

dOPOLNQEM W PRAWOJ �ASTI WYRAVENIE DO POLNOGO

KWADRATA

�y � ��� � x� � � � � � x� �� � �� � ���

�y � ��� � �x� ��� � � � �� � �y � ��� � �x� ��� � ��

��x � ���

�
�

�y � ���

�
� ��

gEOMETRI�ESKIM OBRAZOM POLU�ENNOGO URAWNENIQ SLUVIT GIPERBOLA

S CENTROM W TO�KE O����� �� I POLUOSQMI � MNIMOJ a � � I DEJ

STWITELXNOJ b � �� oDNAKO� ISHODNOE URAWNENIE OPREDELQET NE WS�
GIPERBOLU� A TOLXKO E
 NIVN�� POLOWINU� T�K� IZ ISHODNOGO URAWNE

NIQ WIDNO� �TO y � �� �rIS� ����

� �� �y � ��x� � 	x� ��
�y � ���x� � 	��x� � ��
�y � ���x� � 	��x � ���� � ����� � ��
�y � ���x � ����� � ���� � ��
�y � ���� � ���x � ������
��y � ����� � ���x � ������

�x� ����� � ��

�
�y � ������

gEOMETRI�ESKIM OBRAZOM POLU�ENNOGO URAW

NENIQ SLUVIT PARABOLA S WER�INOJ W TO�KE

rIS� �	�

O������ ����� � OSX SIMMETRII KOTOROJ PARALLELXNA OSI OY I WETWQ

MI� NAPRAWLENNYMI WNIZ� �rIS� ����

w ZAKL��ENIE OTMETIM� �TO OPREDELITX TIP KRIWOJ PO URAWNENI�� W
KOTOROM OTSUTSTWUET PROIZWEDENIE PEREMENNYH xy� MOVNO SRAZU PO
SLEDU��IM PRIZNAKAM�
�	




o K R U V N O S T X � NALI�IE SUMMY KWADRATOW PEREMENNYH I

ODINAKOWYE KO�FFICIENTY PRI PRI NIH�
� L L I P S � NALI�IE SUMMY KWADRATOW PEREMENNYH I RAZNYE

KO�FFICIENTY PRI NIH�
g I P E R B O L A � NALI�IE RAZNOSTI KWADRATOW PEREMENNYH�
p A R A B O L A � OTSUTSTWIE KWADRATA ODNOJ PEREMENNOJ�

zADA�I NA SOSTAWLENIE URAWNENIJ KRIWYH

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE LINII� RASSTOQNIQ KAVDOJ TO�KI
KOTOROJ OT NA�ALA KOORDINAT I OT TO�KI A��� �� OTNOSQTSQ KAK

� � ��

rIS� ���

rE�ENIE� pUSTX M�x� y� � PROIZWOLXNAQ �TE

KU�AQ� TO�KA KRIWOJ� sOGLASNO USLOWI�
d�
d�

� �
�

ILI d� � � d��
iSPOLXZUQ FORMULU RASSTOQNIQ MEVDU DWUMQ

TO�KAMI

d �
q
�x� � x��� � �y� � y����

POLU�IM d� � j OM j �
q
�x� ��� � �y � ��� �

q
x� � y��

d� � j AM j �
q
�x � ��� � �y � ��� �

q
�x� ��� � y��

tOGDA
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x� � y� � �

q
�x� ��� � y��

pROWEDEM NEOBHODIMYE PREOBRAZOWANIQ

x� � y� � ��x� ��� � �y�� x� � y� � �x� � ��x���� � �y��
�x� � ��x � �y� � ��� � ��
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�
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rIS� ��

�
x � ��

�

��
� y� �

���

�
�

tAKIM OBRAZOM� MY POLU�ILI URAWNENIE OKRUV

NOSTI S CENTROM W TO�KE O������� �� I RADIU

SOM R � �����

�	�



zADA�A 	� sOSTAWITX URAWNENIE LINII� RASSTOQNIQ KAVDOJ TO�KI KO

TOROJ OT TO�KI A��� �� I OT PRQMOJ �x�	 � � OTNOSQTSQ KAK � � ��

rE�ENIE� pUSTX M�x� y� � PROIZWOLXNAQ �TE

KU�AQ� TO�KA KRIWOJ� sOGLASNO USLOWI�

d�
d�

�
�

�
ILI � d� � � d��

rASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI A I M
rIS� ��

d� �
q
�x � ��� � �y � ��� �

q
�x� ��� � y��

rASSTOQNIE OT TO�KI M DO PRQMOJ d� � x �
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tOGDA �
q
�x� ��� � y� � �
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x�
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�
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q
�x� ��� � y� � �x � 	�

pROWEDEM NEOBHODIMYE PREOBRAZOWANIQ

���x � ��� � ��y� � ��x� � 	�x � ���

���x� � �x � �� � ��y� � ��x� � 	�x � ���

�x� � ���x � ��y� � ��

��x� � ��x � 	� � 	��� ��y� � ��

��x � 	�� � � � �� � ��y� � ��

��x � 	�� � ��y� � � � ���
�x� 	��

��
� y�

��
� ��

rIS� ��

tAKIM OBRAZOM� MY POLU�ILI URAWNENIE GIPERBOLY S CENTROM W TO�

KE O���	� �� I POLUOSQMI� DEJSTWITELXNOJ a � 	 I MNIMOJ b � ��

�	�



������ kRIWYE W POLQRNYH KOORDINATAH

pOLQRNAQ SISTEMA KOORDINAT HARAKTERIZUETSQ TO�KOJ O NA PLOS

KOSTI� NAZYWAEMOJ �POL�SOM�� I LU�OM OP � WYHODQ�IM IZ �TOJ TO�

KI� NAZYWAEMYM �POLQRNOJ OSX��� pOLOVENIE L�BOJ TO�KI NA PLOS

KOSTI W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT ZADAETSQ DWUMQ �ISLAMI � I

�� T�E� M������ GDE � 
 POLQRNYJ RADIUS �RASSTOQNIE OT POL�SA DO
DANNOJ TO�KI� I� KAK WSQKOE RASSTOQNIE � � � �� �
 POLQRNYJ UGOL�
KOTORYJ OTS�ITYWAETSQ OT POLQRNOJ OSI W RADIANAH� pOLOVITELX

NYM NAPRAWLENIEM OTS�ETA POLQRNOGO UGLA S�ITAETSQ OTS�ET PROTIW

�ASOWOJ STRELKI� �rIS� 	���

rIS� ��

uRAWNENIE LINII W POLQRNOJ SISTEME KOOR

DINAT ZAPISYWAETSQ W WIDE URAWNENIQ� SWQ

ZYWA��EGO ZNA�ENIQ POLQRNOGO UGLA S WELI

�INOJ POLQRNOGO RADIUSA

� � �����

gRAFIK ZADANNOJ W POLQRNYH KOORDINATAH ZAWISIMOSTI STROITSQ

SLEDU��IM OBRAZOM�

� ZADA�TSQ �EREZ OPREDELENNYJ �AG ZNA�ENIQ UGLA � I NA PLOSKOS

TI STROQTSQ LU�I POD WYBRANNYMI UGLAMI� OTS�ITYWAEMYMI W POLO

VITELXNOM NAPRAWLENII OT POLQRNOJ OSI �PROTIW �ASOWOJ STRELKI��

� PO DANNOJ ZAWISIMOSTI � � ���� WY�ISLQ�TSQ SOOTWETSTWU�

�IE ZNA�ENIQ RADIUSA ��

� POLU�ENNYE ZNA�ENIQ � OTKLADYWA�TSQ W WYBRANNOM MAS�TABE

PO SOOTWETSTWU��EMU LU�U� NA�INAQ OT POL�SA�

� POLU�ENNYE TO�KI SOEDINQ�TSQ PLAWNOJ KRIWOJ�

pRI POSTROENII KRIWOJ W POLQRNYH KOORDINATAH SLEDUET U�ITY

WATX TAKIE SWOJSTWA KRIWOJ� KAK �ETNOSTX� NE�ETNOSTX� PERIODI�

NOSTX I OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII � � ����� �TO W ZNA�ITELXNOJ
MERE USKORQET PROCESS POSTROENIQ KRIWOJ� SNIVAET OB	EM WY�ISLI

TELXNOJ RABOTY�

�	�



zADA�A pOSTROITX KRIWYE� ZADANNYE POLQRNYMI URAWNENIQMI�
� �� � � a � �� GDE a 
 POLOVITELXNOE �ISLO�

sOSTAWIM TABLICU ZNA�ENIJ POLQRNOGO RADIUSA ��
PODS�ITANNYH DLQ RQDA ZNA�ENIJ POLQRNOGO UGLA �� zNA�ENIQ �
MOVNO BRATX TOLXKO POLOVITELXNYE� �TOBY NE NARU�ITX USLOWIE�
�TO � � ��

�� RAD� � ��  ��� � ��� �

� � ����a ����a ����a ���	a ��	�a ����a

dLQ POSTROENIQ KRIWOJ WYBIRAEM MAS�TABNU� EDINICU DLQ KO�F

FICIENTA a I NA LU�AH� SOOTWETSTWU��IH ZADANNYM ZNA�ENIQM ��
OTKLADYWAEM OTREZKI NUVNOJ DLINY� pOLU�ENNAQ KRIWAQ NAZYWAET

SQ SPIRALX� aRHIMEDA� �rIS� 	���

rIS� 	� rIS� 
�

� �� � � � �
�

�
�

sOSTAWLQEM TABLICU ZNA�ENIJ � �� � �� I �

�� RAD� � �� ��  � � � �
� � ���� ���� ���� ���� ���� ���	 ����

wIDNO� �TO PO MERE UWELI�ENIQ UGLA � SOOTWETSTWU��IE ZNA�ENIQ

RADIUSA � UMENX�A�TSQ I PRIBLIVA�TSQ K ZNA�ENI�
� � �� T� E� LINIQ KAK BY NAKRU�IWAETSQ NA OKRUVNOSTX EDINI�NOGO

RADIUSA� �rIS� 	���

�	�



� �� � � a��� cos��� a � ��
iSPOLXZUQ �ETNOSTX I PERIODI�NOSTX �T � �� FUNKCII cos��

STROIM KRIWU�� PODS�ITAW ZNA�ENIQ POLQRNOGO RADIUSA DLQ ZNA�E

NIJ UGLA W INTERWALE ��� �� A ZATEM DOSTRAIWAEM EE SIMMETRI�NO

POLU�ENNOJ DLQ OSTALXNYH ZNA�ENIJ UGLA W INTERWALE �� ��� w TAB

LICE PRIWEDENY ZNA�ENIQ POLQRNOGO RADIUSA DLQ ZNA�ENIJ � c �AGOM
��� zAMETIM� �TO DANNAQ KRIWAQ OPREDELENA DLQ L�BYH ZNA�ENIJ ��
TAK KAK WYRAVENIE ��� cos�� WSEGDA POLOVITELXNO�

�� RAD� � �� �� �� ��� ��� 

� � ����a ���a a ���a ��	�a �a

pOLU�ENNAQ KRIWAQ NAZYWAETSQ KARDIOIDOJ� �rIS�	���

rIS� �� rIS� ��

� �� � � a sin ��� a � ��
wYQSNIM HARAKTERNYE SWOJSTWA ZAWISIMOSTI � � a sin �� �
a� TAK KAK PERIOD FUNKCII sin� RAWEN �� TO PERIOD FUNKCII

sin �� BUDET RAWEN  ILI �	�o�
b� TAK KAK POLQRNYJ RADIUS ESTX WELI�INA NEOTRICATELXNAQ� TO

IZ USLOWIQ sin� � � SLEDUET� �TO
� � �� �  � � � � � ���

S� MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE � � a POLU�ITSQ� ESLI sin �� � �� TO
ESTX PRI � � ���
u�ITYWAQ WY�EIZLOVENNOE� STROIM KRIWU� PO TO�KAM� SOSTAWIW

PREDWARITELXNO TABLICU ZNA�ENIJ � I � W INTERWALE ��� ���� A ZATEM
�EREZ �	�o POWTORQEM POLU�ENNU� LINI��

�� RAD� � �� �� �� ��
� � ��	�a a ��	�a �

�TA KRIWAQ NAZYWAETSQ DWUHLEPESTKOWOJ ROZOJ� �rIS� 	���

�	�



� �� � � � sin�� � �

�
��

bUDEM ISHODITX IZ TOGO� �TO URAWNENIQ WIDA

� � �a sin�� � � �b cos�

PRI OBY�NOM SOWME�ENII POLQRNOJ I DEKARTOWOJ SISTEM KOORDINAT

PREDSTAWLQ�T SOBOJ OKRUVNOSTI�KASA��IESQ OSEJ KOORDINAT
OX� y � � I OY� x � � I RADIUSAMI a I b SOOTWETSTWENNO �SM� TABL�
STR� ����� sLEDOWATELXNO� GRAFIK DANNOJ FUNKCII ESTX TAKVE OKRUV

NOSTX RADIUSOM � S CENTROM NA OSI� POW
RNUTOJ OTNOSITELXNO OSI OY

NA UGOL
�

�
� ���o� �rIS� 		��

rIS� �
rIS� ��

� �� � � cos���
�
��

pOSTROIM LINI� NEPOSREDSTWENNO PO TO�KAM�
tAK KAK cos� � � DLQ UGLOW ���o � � � ��o� TO cos���

�
� � � DLQ

UGLOW ����o � � � ���o� bERQ UDOBNYE DLQ RAS�
TOW UGLY� ZANES
M
REZULXTATY W TABLICU�

��o 
��� 
�	� 
�� � �� �	� ���
����o 
�� 
�� 
�� � �� �� ��

� � cos���
�
� � ����� ���� � ���� ����� �

oTRICATELXNYE ZNA�ENIQ UGLOW OTKLADYWA�TSQ OT POLOVITELXNO

GO NAPRAWLENIQ OSI OX PO �ASOWOJ STRELKE� T�E� W OTRICATELXNOM
NAPRAWLENII� w SILU �ETNOSTI FUNKCII cos� ZNA�ENIQ � POLU�A�TSQ
ODINAKOWYMI DLQ � I ��� �rIS� 	���
iNOGDA PRIHODITSQ OSU�ESTWLQTX PEREHOD OT DEKARTOWOJ PRQMO


UGOLXNOJ SISTEMY KOORDINAT K POLQRNOJ ILI� NAOBOROT� OT POLQRNOJ
K DEKARTOWOJ� w �TOM SLU�AE NEOBHODIMO ZNATX FORMULY� SWQZYWA�

�IE DEKARTOWYE I POLQRNYE KOORDINATY TO�KI NA PLOSKOSTI�
eSLI POMESTITX POL�S POLQRNOJ SISTEMY KOORDINAT W NA�ALO DE


KARTOWOJ� T�E� W TO�KU O��� ��� I NAPRAWITX POLQRNU� OSX PO OSI

�	�



OX� TO MOVNO ZAPISATX FORMULY

rIS� ���

�	

 x � � cos��
y � � sin��

���

I NAOBOROT

��	
�

� �

p
x� � y��

tg � �
y

x
�

����

� 	� �x� � y��� � ��x� � y���
nEPOSREDSTWENNOE POSTROENIE DANNOJ LINII W PRQMOUGOLXNYH KO


ORDINATAH WESXMA ZATRUDNITELXNO� pEREJDEM K POLQRNYM KOORDINA

TAM SOGLASNO FORMULAM ���

��� cos� � � �� sin� ��� � ���� cos� � � �� sin� ���
�	�cos� � � sin� ��� � ��� � cos ���
u�TEM� �TO cos� � � sin� � � �� I� DELQ WSE WYRAVENIE NA ���

POLU�IM

�� � � cos �� � � � �
q
cos ���

pRI POSTROENII KRIWOJ U�TEM SLEDU��EE�
a� OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII

p
cos �� NAHODIM IZ USLOWIQ cos �� �

�� oTS�DA SLEDUET� �TO
��� � �� � �� � ��� � � � ���
b� PERIOD FUNKCII cos �� RAWEN � PO�TOMU ZNA�ENIQ FUNKCII

POWTORQ�TSQ �EREZ �	�o�
w SILU �ETNOSTI FUNKCII cos �� DOSTATO�NO POSTROITX LINI�

DLQ ZNA�ENIJ UGLA � � � � ��� OTOBRAZITX EE SIMMETRI�NO OT

NOSITELXNO OSI OX WNIZ� A ZATEM WESX LEPESTOK OTOBRAZITX W LEWU�

POLUPLOSKOSTX�
c� mAKSIMALXNOE ZNA�ENIE RADIUSA � � � POLU�ITSQ PRI

� � � I � � �

�� RAD� � ��� �	 �� ��

� � ��	� ���	 ���� �

rIS� ���

pOLU�ENNAQ KRIWAQ NAZYWAETSQ LEMNISKATOJ bERNULLI�

�	�



������ pOSTROENIE KRIWYH� ZADANNYH
PARAMETRI�ESKI

oTMETIM� �TO UNIWERSALXNYM SPOSOBOM ZADANIQ LINII NA PLOS

KOSTI I W PROSTRANSTWE QWLQETSQ PARAMETRI�ESKIJ SPOSOB� KOGDA ZA

WISIMOSTX MEVDU KOORDINATAMI TO�KI NE ZADANA NEPOSREDSTWENNO� A
ZADANA ZAWISIMOSTX� KOORDINAT OT NEKOTOROGO PARAMETRA t� T�E�
IMEET WID �	


 x � x�t��
y � y�t��

iZWESTNYJ NAM UVE PRIMER PARAMETRI�ESKI ZADANNOJ LINII 
 �TO
PARAMETRI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ NA PLOSKOSTI �POSTROENIE TAKOJ
PRQMOJ NA PLOSKOSTI MY UVE RASSMATRIWALI�

�	

 x � mt � x��

y � nt� y��

sU�ESTWU�T� W PRINCIPE� LI�X DWA SPOSOBA POSTROENIQ LINIJ�
ZADANNYH PARAMETRI�ESKIMI URAWNENIQMI�

pERWYJ IZ NIH� SAMYJ PRIMITIWNYJ� ZADAWATX ZNA�ENIQ PARA

METRA t S KAKIM
TO �AGOM I DLQ KAVDOGO ZNA�ENIQ t NAHODITX KOOR

DINATY x I y TO�EK NA PLOSKOSTI � TAK MY� W PRINCIPE� POSTUPALI
PRI POSTROENII PRQMOJ� ZADANNOJ PARAMETRI�ESKI�� sOEDINQQ POLU

�ENNYE TO�KI PLAWNOJ KRIWOJ� MY I POLU�AEM GRAFIK FUNKCII�

wTOROJ SPOSOB SOSTOIT W POLU�ENII NEPOSREDSTWENNOJ ZAWISIMOS

TI MEVDU x I y� I ON MOVET BYTX REALIZOWAN TOLXKO W TOM SLU�AE�
ESLI UDA
TSQ IZ PARAMETRI�ESKIH URAWNENIJ ISKL��ITX PARAMETR t�

zADA�A� pOSTROITX LINII� ZADANNYE PARAMETRI�ESKIMI URAWNE

NIQMI�

��	



� ��

�	

 x � r sin t�
y � r cos t�

zDESX LEGKO ISKL��ITX PARAMETR t I SWQZATX x I y MEVDU SOBOJ NE

POSREDSTWENNO� dLQ �TOGO DOSTATO�NO WOZWESTI OBE �ASTI �TIH URAW

NENIJ W KWADRAT I SLOVITX URAWNENIQ�	


 x� � r� sin� t�
y� � r� cos� t�

� x� � y� � r��

�ZDESX MY U�LI� �TO sin� t�cos� t � ��� iSHODNOE URAWNENIE OPREDE

LQET OKRUVNOSTX S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I RADIUSOM r� �rIS�
����

rIS� ��� rIS� �	�

� ��
�	

 x � x� � r sin �t�
y � y� � r cos �t�

zDESX TAKVE LEGKO ISKL��ITX PARAMETR t I SWQZATX x I y MEVDU
SOBOJ NEPOSREDSTWENNO� dLQ �TOGO SNA�ALA PERENESEM x� I y� W

LEWYE �ASTI URAWNENIJ� A ZATEM DEJSTWUEM� KAK W PREDYDU�EM PRI

MERE�	


 x � x� � r sin �t�
y � y� � r cos �t

� �x� x��
� � �y � y��

� � r��

pOLU�ILI KANONI�ESKOE URAWNENIE OKRUVNOSTI S CENTROM W TO�KE

O��x�� y�� I RADIUSOM r� �rIS�����

� ��
�	

 x � a sin t � b cos t�
y � a cos t � b sin t�

iSKL��IM PARAMETR t� dLQ �TOGO WOZWEDEM OBE �ASTI �TIH URAW

NENIJ W KWADRAT I SLOVIM URAWNENIQ��	

 x� � a� sin� t� �ab sin t cos t� b� cos� t�
y� � a� cos� t� �ab sin t cos t� b� sin� t�

� x� � y� � a� � b� �

���



�TAK KAK PRI SLOVENII UDWOENNYE PROIZWEDENIQ UNI�TOVATSQ� A KO

�FFICIENTAMI PRI a� I b� BUDUT sin� t � cos� t � ���

w ITOGE MY POLU�ILI KANONI�ESKOE URAWNENIE OKRUVNOSTI S CENT

ROM W NA�ALE KOORDINAT I RADIUSOM r �

p
a� � b�� �rIS� ����

� ��
�	

 x � a sin t�
y � b cos t�

zDESX LEGKO ISKL��ITX PARAMETR t I SWQZATX x I y MEVDU SOBOJ
NEPOSREDSTWENNO� dLQ �TOGO SNA�ALA RAZDELIM PERWOE URAWNENIE NA

a� WTOROE � NA b� ZATEM WOZWEDEM OBE �ASTI �TIH URAWNENIJ W

KWADRAT I SLOVIM URAWNENIQ
�	

 x�a � sin t�
y�b � cos t�

� x�

a�
�
y�

b�
� ��

pOLU�ILI URAWNENIE �LLIPSA S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I POLU

OSQMI a I b� �rIS�����

rIS� �
�

rIS� ��

� ��
�	

 x � a sin� t�
y � b cos� t�

w �TOM PRIMERE DEJSTWIQ PO ISKL��ENI� PARAMETRA t E�
 PRO�E�
dLQ �TOGO DOSTATO�NO RAZDELITX PERWOE URAWNENIE NA a� WTOROE �
NA b� I SLOVITX URAWNENIQ� pOLU�IM URAWNENIE PRQMOJ W OTREZKAH

x

a
�
y

b
� ��

w SILU TOGO� �TO � � sin� t � � I � � cos� t � �� TO � � x � a I

� � y � b� I GEOMETRI�ESKIM OBRAZOM ISHODNOGO URAWNENIQ BUDET

TOLXKO OTREZOK PRQMOJ� ZAKL��ENNYJ MEVDU TO�KAMI PERESE�ENIQ

EE S OSQMI KOORDINAT� �rIS�����
��




� ��
�	

 x � sin �t�
y � � � sin�t�

sKLADYWAQ URAWNENIQ� POLU�IM URAWNENIE PRQMOJ

x � y � ��

nO W SILU TOGO� �TO j sin�tj � �� TO �� � x � � I

� � y � �� I GEOMETRI�ESKIM OBRAZOM ISHODNOGO URAWNENIQ BUDET

TOLXKO OTREZOK PRQMOJ�ZAKL��ENNYJ MEVDU TO�KAMI A���� �� I

B��� ��� �rIS�����

� 	�
�	

 x � ��
y � cos t�

w SILU TOGO� �TO j cos tj � �� TO �� � y � �� A x � �� i MY

POLU�AEM WERTIKALXNYJ OTREZOK� �rIS��	��

rIS� ��� rIS� ��� 
�
�	

 x � �t�
y � � cos t�

rIS� ���

w �TOM PRIMERE LEGKO ISKL��ITX PARAMETR

t� wYRAVAQ t IZ PERWOGO URAWNENIQ t � x��
I PODSTAWLQQ WO WTOROE� IMEEM ZAWISIMOSTX

y � � cos�x���� GRAFIK KOTOROJ POKAZAN NA

RISUNKE ���

� ��
�	

 x � � � t�
y � t��

iSKL��IM PARAMETR t SLEDU��IM OBRAZOM � IZ PERWOGO URAWNE

NIQ IMEEM t � x � �� pODSTAWIM WYRAVENIE DLQ t WO WTOROE

URAWNENIE� POLU�IM
y � �x� ����

�TO URAWNENIE PARABOLY S WER�INOJ W TO�KE O���� ��� OSX� SIMMET

RII 
 OY I WETWQMI� NAPRAWLENNYMI WWERH� �rIS������

���



� ���
�	

 x � � sin� t�
y � cos t�

iSKL��IM PARAMETR t SLEDU��IM OBRAZOM � IZ PERWOGO URAWNE

NIQ IMEEM x � � sin� t � ��� � cos� t�� pODSTAWIM WYRAVENIE DLQ

cos t � y IZ WTOROGO URAWNENIQ� POLU�IM

x � ���� y�� � x � � � ��y� � y� � ��
	
�x� ��

�TO URAWNENIE PARABOLY S WER�INOJ W TO�KE O���� ��� OSX� SIMMET

RII � OX I WETWQMI� NAPRAWLENNYMI WLEWO� tAK KAK

j cos tj � �� � � sin� t � �� IMEEM � � � � y � �� A � � x � ��

i MY POLU�AEM� �TO ISHODNOMU PARAMETRI�ESKOMU URAWNENI� UDOW

LETWORQET TOLXKO U�ASTOK PARABOLY� KOTORYJ WYDELEN NA RISUNKE

����

rIS� ���� rIS� ���� rIS� ����

� ���
�	

 x � sin t

�
�

y � cos t�
iSKL��IM PARAMETR t SLEDU��IM OBRAZOM� WTOROE URAWNENIE

ZAPI�EM W WIDE

y � cos t � cos�
t

�
� sin� t

�
� � � � sin� t

�
�

pODSTAWIM WYRAVENIE DLQ sin
t

�
� x IZ PERWOGO URAWNENIQ

y � �� �x� � y � � � ��x� � x� � ��
�
�y � ���

�TO URAWNENIE PARABOLY S WER�INOJ W TO�KE O���� ��� OSX� SIMMET

RII 
 OY I WETWQMI� NAPRAWLENNYMI WNIZ�
w SILU TOGO� �TO j cos tj � �� j sin�t���j � �� IMEEM�

�� � y � �� A �� � x � �� i MY POLU�AEM� �TO ISHODNOMU PARA

METRI�ESKOMU URAWNENI� UDOWLETWORQET TOLXKO U�ASTOK PARABOLY�
KOTORYJ WYDELEN NA RISUNKE �rIS� �����

���



� ���
�	

 x � ctg t�
y � � � tg t�

rIS� ����

pOSKOLXKU tg t �
�

ctg t
� TO POSLE ISKL�


�ENIQ PARAMETRA t POLU�IM URAWNENIE

y � �� �

x
� y � � � ��

x
� �TO URAW


NENIE GIPERBOLY y � ���x� SME�ENNOJ

PARALLELXNO SAMOJ SEBE WWERH NA EDINI

CU�

� ���
�	

 x � ��� t���
y � ��� � t���

rIS� ��	�

pOSTROIM GRAFIK �TOJ ZAWISIMOSTI NE

POSREDSTWENNO� HOTQ I ZDESX MOVNO BY

LO BY ISKL��ITX PARAMETR� zADA
M RQD
ZNA�ENIJ t I NAHODIM SOOTWETSTWU�

�IE ZNA�ENIQ x I y�

t � ��� x � �� y � ��� A���� ����
t � ��� x � �� y � �� A���� ���
t � �� x � �� y � �� A���� ���
t � �� x � �� y � �� A	��� ���
t � �� x � ��� y � ��� A
���� ����

� ���
�	

 x � lncos t�
y � ln sin t�

pOSTROIM GRAFIK �TOJ ZAWISIMOSTI NEPOSREDSTWENNO� OTMETIW SRA

ZU SLEDU��IE OBSTOQTELXSTWA � IZ OBLASTI OPREDELENIQ LOGARIFMI

�ESKOJ FUNKCII SLEDUET� �TO cos t � � I sin t � ��
T�E� PRI POSTROENII KRIWOJ MY IMEEM PRAWO BRATX TOLXKO ZNA�E

NIQ � � t � ��� kROME TOGO� W SILU TOGO� �TO j cos tj � ��
j sin tj � �� TO POLU�AEMYE ZNA�ENIQ x I y BUDUT OTRICATELXNY

MI� TAK KAK LOGARIFM �ISLA� MENX�EGO EDINICY� ESTX OTRICATELXNOE
�ISLO� tAKIM OBRAZOM� KRIWAQ DOLVNA LEVATX W �
EJ �ETWERTI� dALEE
ZADA
M RQD ZNA�ENIJ t I NAHODIM SOOTWETSTWU��IE ZNA�ENIQ x I y�

t � ��� x � ������ y � �����
t � ��� x � ������ y � ������
t � ��� x � ����� y � ������ rIS� ��
�

���



kRIWYE W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT

� � �b cos� � � �a sin�
� � � � cos �� � �

�

�� sin�

� �
�

cos�� sin� � � e��

� � � �
�

�

� � �� cos�
� � cos

�

�

kRIWYE� ZADANNYE PARAMETRI�ESKI

oKRUVNOSTX

�
x � a�cos t � sin t�
y � a�cos t � sin t�

aSTROIDA

�
x � a cos� t
y � a sin� t

cIKLOIDA

�
x � a�t� sin t�
y � a��� cos t�

oTREZOK PRQMOJ

�
x � �� � sin t
y � �

�
x � et��

y � cos �t

�
x � t sin �t
y � �� cos �t

���



g L A W A ��

analiti�eskaq geometriq w prostranstwe

���� pLOSKOSTX

wSQKU� PLOSKOSTX W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH OXYZ MOVNO

OPISATX URAWNENIEM �
OJ STEPENI �LINEJNYM� OTNOSITELXNO TREH PE

REMENNYH x� y I z� T�E� URAWNENIEM WIDA

Ax �By � Cz �D � �� ���

�TO URAWNENIE NAZYWAETSQ OB�IM URAWNENIEM PLOSKOSTI�
dLQ POLU�ENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI ISPOLXZU�TSQ SREDSTWA WEK


TORNOJ ALGEBRY�

������ oSNOWNYE URAWNENIQ PLOSKOSTI

�� pLOSKOSTX ZADANA TO�KOJ M��x�� y�� z�� I WEKTOROM NORMA�
LI 	N � fA� B� Cg� W KA�ESTWE KOTOROGO MOVET BYTX WZQT L�BOJ

WEKTOR� PERPENDIKULQRNYJ PLOSKOSTI� �rIS������

w �TOM SLU�AE DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ

PLOSKOSTI MY BEREM NA NEJ PROIZWOLXNU�

TO�KU M�x� y� z�� OBRAZUEM WEKTOR

���	
M�M � f�x� x�� � �y � y��� �z � z��g

rIS� ����

I ZAPISYWAEM USLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI WEKTOROW

	N � fA� B� Cg I
���	
M�M � f�x� x�� � �y � y��� �z � z��g�

ISPOLXZUQ IH SKALQRNOE PROIZWEDENIE
�
	N � ���	M�M

�
� ��

iLI W KOORDINATNOJ FORME

A � �x � x�� �B � �y � y�� � C � �z � z�� � �� ���

rASKRYW SKOBKI I OBOZNA�IW D � �Ax� � By� � Cz�� POLU�IM
OB�EE URAWNENIE PLOSKOSTI

Ax �By � Cz �D � ��
���



tAKIM OBRAZOM� MOVNO POLU�ITX URAWNENIE PLOSKOSTI� ZNAQ KO

ORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT PLOSKOSTX� I KAKOJ
LIBO
WEKTOR� PERPENDIKULQRNYJ PLOSKOSTI� rASSMOTRIM PROSTEJ�IE PRI

MERY�

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU M������� �� PERPENDIKULQRNO WEKTORU 	N � f�� �� ��g�

rE�ENIE� iSPOLXZUEM URAWNENIE ���� pODSTAWLQEM W NEGO WMES

TO KO�FFICIENTOW A� B� C KOORDINATY WEKTORA 	N� A WMESTO

�x�� y�� z��� KOORDINATY TO�KI M��

� � �x� �� � � � �y���� � � �z� �� � � � �x��y� �z ��� � ��

zADA�A 	� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU TO�KU M���� ����� PERPENDIKULQRNO WEKTORU
�	
PQ� SOEDINQ


��EMU TO�KI P ������ �� I Q����������

rE�ENIE� iSHODNOE URAWNENIE ����
kOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT PLOSKOSTX� IZWESTNY�
nAJDEM KOORDINATY WEKTORA NORMALI 	N � fA�B�Cg� KOTORYM W

DANNOJ ZADA�E QWLQETSQ WEKTOR

�	
PQ � f� � ���� � ���� � �g � f�������g�

tAKIM OBRAZOM� URAWNENIE PLOSKOSTI

��x � ��� ��y � ��� ��z � �� � � � �x � �y � �z � �	 � ��

zADA�A 
� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU M���� ����� PERPENDIKULQRNO OSI OX�

rE�ENIE� iSHODNOE URAWNENIE TO VE� kOORDINATY TO�KI� �EREZ
KOTORU� PROHODIT PLOSKOSTX� IZWESTNY� w KA�ESTWE WEKTORA NORMALI
	N � fA�B�Cg W DANNOM SLU�AE MOVNO WZQTX WEKTOR 	i � f�� �� �g �
ORT OSI OX� tAKIM OBRAZOM� URAWNENIE PLOSKOSTI

��x� �� � ��y � �� � ��z � �� � � � x� � � � ILI x � ��

���



�� pLOSKOSTX ZADANA KOORDINATAMI TREH TO�EK� PRINADLEVA�
�IH PLOSKOSTI� M��x�� y�� z��� M��x�� y�� z�� I M��x�� y�� z���
�rIS���	��

��YJ SPOSOB� wOZXMEM NA PLOSKOSTI PROIZWOLXNU� TO�KU

M�x� y� z� I OBRAZUEM � WEKTORA� LEVA�IE W �TOJ PLOSKOSTI�

���	
M�M � f�x� x��� �y � y��� �z � z��g����	
M�M� � f�x� � x��� �y� � y��� �z� � z��g����	
M�M� � f�x� � x��� �y� � y��� �z� � z��g� rIS� ���

a TEPERX ZAPI�EM USLOWIE KOMPLANARNOSTI �
H WEKTOROW W WEKTORNOJ
I KOORDINATNOJ FORMAH S POMO�X� SME�ANNOGO PROIZWEDENIQ

�
���	
M�M�

���	
M�M��

���	
M�M�� � ��

�
���������
x� x� y � y� z � z�
x� � x� y� � y� z� � z�
x� � x� y� � y� z� � z�

���������
� �� ���

rASKRYWAQ �TOT OPREDELITELX PO �LEMENTAM �
OJ STROKI� POLU�IM
OB�EE URAWNENIE PLOSKOSTI�

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ TRI
TO�KI M������� ��� M����� �� ��� M����� �� ���
rE�ENIE� wOZXMEM NA PLOSKOSTI PROIZWOLXNU� TO�KU

M�x� y� z� I OBRAZUEM � WEKTORA� LEVA�IE W �TOJ PLOSKOSTI����	
M�M � f�x� ��� �y � ��� �z � ��g� ���	

M�M� � f��� �� �g����	
M�M� � f��� �� ��g� a TEPERX ZAPI�EM USLOWIE KOMPLANAR


NOSTI �TIH WEKTOROW W KOORDINATNOJ FORME S POMO�X� SME�ANNOGO

PROIZWEDENIQ ���������
x� � y � � z � �
�� � �
�� � ��

���������
� ��

rASKRYWAEM �TOT OPREDELITELX PO �LEMENTAM �
OJ STROKI

�x � �� � ����� �y � �� � ��� � �z � �� � ����� � ��

rAZDELIM WSE WYRAVENIE NA ����
�x� �� � � �y � �� � � �z � �� � � � x� �y � �z � � � ��

���



	�OJ SPOSOB SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �E

REZ � ZADANNYE TO�KI� �TOT SPOSOB NE TREBUET ZNANIQ GOTOWOJ FOR

MULY ���� A OSNOWAN NA ISPOLXZOWANII URAWNENIQ PLOSKOSTI� PROHO

DQ�EJ �EREZ TO�KU� PERPENDIKULQRNO ZADANNOMU WEKTORU�
kAK UVE OTME�ALOSX� DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI

A�x� x�� �B�y � y�� � C�z � z�� � �

NEOBHODIMO ZNATX KOORDINATY ODNOJ TO�KI �PUSTX �TO BUDET TO�KA

M�� I WEKTOR NORMALI PLOSKOSTI� dLQ NAHOVDENIQ WEKTORA NORMALI
OBRAZUEM W PLOSKocTI DWA IZWESTNYH WEKTORA

���	
M�M� I

���	
M�M�� �rIS������

tAK KAK W KA�ESTWE WEKTORA NORMALI PLOSKOSTI MOVET BYTX WZQT L�

BOJ WEKTOR� PERPENDIKULQRNYJ �TOJ PLOSKOSTI� TO W NA�EM SLU�AE

W KA�ESTWE WEKTORA NORMALI SLEDUET WZQTX WEKTOR� QWLQ��IJSQ WEK

TORNYM PROIZWEDENIEM �TIH WEKTOROW� TAK KAK IZ WEKTORNOJ ALGEB

RY IZWESTNO� �TO WEKTORNOE PROIZWEDENIE DWUH WEKTOROW ESTX WEKTOR�
PERPENDIKULQRNYJ �TIM WEKTORAM�

iTAK� 	N � �
���	
M�M� � ���	M�M���

nAJDEM KOORDINATY WEKTOROW
���	
M�M� I

���	
M�M��

rIS� ����

���	
M�M� � f�� � �� � � �� � � �g � f��� �� �g�
���	
M�M� � f�� � �� � � �� � � �g � f��� ����g�

nAHODIM WEKTOR NORMALI� ZAPISAW WEKTORNOE PROIZWEDENIE W KOORDI

NATNOJ FORME ���������

	i 	j 	k
�� � �
�� � ��

���������
� �� �	i � � �	j � �� � 	k�

iTAK� WEKTOR NORMALI 	N � f���������g� pODSTAWLQEM KOORDINA

TY TO�KI M� I WEKTORA 	N W URAWNENIE PLOSKOSTI

���x������y�������z��� � � � �x������y������z��� � ��

x� �y � �z � � � ��

�
	



������ zADA�I NA PLOSKOSTX

�� pOSTROENIE PLOSKOSTEJ

oTMETIM� �TO OB�EE URAWNENIE PLOSKOSTI MOVET BYTX POLNYM

ILI NEPOLNYM� T�E� W NEM MOGUT OTSUTSTWOWATX ODNO ILI NESKOLXKO

SLAGAEMYH� wID URAWNENIQ OPREDELQET ORIENTACI� PLOSKOSTI W PRO

STRANSTWE�

zADA�A �� pOSTROITX PLOSKOSTI�

� �� �x � �y � z � � � ��

pLOSKOSTX UDOBNO STROITX PO TREM TO�KAM� A IMENNO PO TO�KAM
PERESE�ENIQ PLOSKOSTI S OSQMI KOORDINAT�

pUSTX x � �� y � �� TOGDA PO URAWNENI� PLOSKOSTI POLU�IM

z � �� pOLU�AEM TO�KU M���� �� ���

aNALOGI�NO � x � �� z � � � y � ��� pOLU�AEM TO�KU

M������� ��� bEREM y � �� z � �� POLU�AEM x � � I TO�KU

M���� �� ��� �rIS������

rIS� ����
rIS� ����

nAHODIM TO�KI PERESE�ENIQ PLOSKOSTI S OSQMI KOORDINAT�
pUSTX x � �� y � �� TOGDA PO URAWNENI� PLOSKOSTI POLU�IM

z � �� pOLU�AEM TO�KU M���� �� ���
aNALOGI�NO � PRI x � �� z � � WY�ISLQEM y � �� pOLU�AEM TO�KU

M���� �� ���
bEREM y � �� z � �� POLU�AEM x � � I TO�KU M���� �� ���
�rIS������

�
�



� �� �x � �y � z � ��

w URAWNENII OTSUTSTWUET SWOBODNYJ �LEN� ZNA�IT PLOSKOSTX

PROHODIT �EREZ NA�ALO KOORDINAT�
iZOBRAZITX TAKU� PLOSKOSTX TRUDNO� MOVNO LI�X POSTROITX �ASTX
PLOSKOSTI �RIS������� PROWEDQ W PLOSKOSTQH KOORDINAT �SLEDY� PLOS

KOSTI� NAPRIMER�
XOY � � z � � � �x � �y � � � y � �x���
Y OZ � � x � � � ��y � z � � � z � �y�

rIS� ����
rIS� ����

eSLI W URAWNENII PLOSKOSTI OTSUTSTWUET ODNA PEREMENNAQ� TO
PLOSKOSTX PROHODIT PARALLELXNO TOJ OSI� KOORDINATA KOTOROJ OT�
SUTSTWUET W URAWNENII�

� �� �x � z � � � ��

w URAWNENII DANNOJ PLOSKOSTI OTSUTSTWUET y� TAKAQ PLOSKOSTX

PROHODIT PARALLELXNO OSI OY� OTSEKAQ NA OSQH KOORDINAT OTREZKI

a � � �NA OSI OX � PRI z � �� I c � � �NA OSI OZ� PRI x � ���
�rIS������

� �� �x � �y � ���

w URAWNENII DANNOJ PLOSKOSTI OTSUTSTWUET z� TAKAQ PLOSKOSTX

PROHODIT PARALLELXNO OSI OZ� OTSEKAQ NA OSQH KOORDINAT OTREZKI

a � � �NA OSI OX � PRI y � �� I

b � ����� � ���� �NA OSI OY � PRI x � ��� �rIS������
�





rIS� ��	�
rIS� ��
�

eSLI W URAWNENII PLOSKOSTI OTSUTSTWU�T DWE PEREMENNYE� TO
PLOSKOSTX PROHODIT PARALLELXNO SOOTWETSTWU��EJ KOORDINATNOJ

PLOSKOSTI�

� �� z � � � ��
w URAWNENII OTSUTSTWU�T x I y� ZNA�IT PLOSKOSTX BUDET PRO


HODITX PARALLELXNO KOORDINATNOJ PLOSKOSTI XOY �EREZ TO�KU

z � � NA OSI OZ� �rIS������

� 	� �x � � � ��
pLOSKOSTX �x�� � � PROHODIT PARALLELXNO PLOSKOSTI Y OZ �E


REZ TO�KU x � � NA OSI OX� �rIS������

rIS� ����
rIS� ����

� 
� �y � � � ��
pLOSKOSTX �y�� � � PROHODIT PARALLELXNO PLOSKOSTI XOZ �E


REZ TO�KU y � ���� NA OSI OY� �rIS������

uRAWNENIQ KOORDINATNYH PLOSKOSTEJ POLU�A�TSQ� ESLI W PREDY

DU�IH SLU�AQH �P� �
	� BUDET OTSUTSTWOWATX I SWOBODNYJ �LEN�

z � � � URAWNENIE PLOSKOSTI XOY�
y � � � URAWNENIE PLOSKOSTI XOZ�
x � � � URAWNENIE PLOSKOSTI Y OZ�

�
�



�� sOSTAWLENIE URAWNENIJ PLOSKOSTEJ

zADA�A � sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU M������ ��� PARALLELXNO PLOSKOSTI �x � y � �z � ��

rE�ENIE� dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI MY IMEEM KOOR

DINATY TO�KI M������ �� I NUVNO NAJTI WEKTOR NORMALI�
o�EWIDNO� �TO DLQ WSEH PARALLELXNYH PLOSKOS

TEJ MOVNO WZQTX ODIN I TOT VE WEKTOR NORMALI�
PO�TOMU IZ URAWNENIQ PLOSKOSTI �x � y � �z �
� IMEEM
	N � f�������g I ZAPISYWAEM URAWNENIE ISKO

MOJ PLOSKOSTI rIS� ���

A�x� x�� �B � �y � y�� � C�z � z�� � ��

��x� ��� � � �y � ��� ��z � �� � � � �x � y � �z � � � ��

zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU M������ ��� PARALLELXNO DWUM WEKTORAM 	a � f�� ����g�
	b � f��� �� �g�

rE�ENIE� dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI NAM NUVNO NAJ

TI KOORDINATY WEKTORA NORMALI� iSPOLXZUEM OPISANNYJ WY�E SPO

SOB� tAK KAK PLOSKOSTX PARALLELXNA DWUM NEKOLLINEARNYM �W �EM
LEGKO UBEDITXSQ� WEKTORAM 	a I 	b� TO EE WEKTOR NORMALI BUDET

IM PERPENDIKULQREN� A ZNA�IT W KA�ESTWE WEKTORA NORMALI MOVNO

WZQTX WEKTOR� QWLQ��IJSQ WEKTORNYM PROIZWEDENIEM DANNYH W USLO

WII WEKTOROW 	N � �	a�	b�� nAHODIM KOORDINATY WEKTORA 	N �

���������

	i 	j 	k
� � ��
�� � �

���������
� � �	i� �� �	j � � � 	k�

rIS� ����

iTAK� WEKTOR NORMALI 	N � f������ �g� pODSTAWLQEM KOORDINATY

TO�KI M� I WEKTORA 	N W URAWNENIE PLOSKOSTI

��x� ��� ���y � �� � ��z � �� � � � �x � ��y � �z � �� � ��
�
�



zADA�A �� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ DWE
TO�KI M������� ��� M������� �� PARALLELXNO WEKTORU

	a � f����� �g�

rE�ENIE� dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI NAM NUVNO IMETX
KOORDINATY TO�KI �MOVNO WZQTX L�BU� IZ DANNYH W USLOWII� I WEK

TORA NORMALI� eSLI WWESTI W RASSMOTRENIE WEKTOR

���	
M�M� � f�������g� TO

NORMALXNYJ WEKTOR PLOSKOSTI BUDET PERPENDIKULQREN DWUM WEKTO

RAM 	a I

���	
M�M� I� KAK W PREDYDU�EJ ZADA�E� W KA�ESTWE WEKTORA

NORMALI BEREM WEKTOR� QWLQ��IJSQ WEKTORNYM PROIZWEDENIEM �TIH

WEKTOROW

rIS� ����

	N � �	a ����	M�M�� �

�

���������

	i 	j 	k
� �� �
� �� ��

���������
�

� �� �	i � � �	j � � � 	k�
iTAK� WEKTOR NORMALI 	N � f��� �� �g� pODSTAWLQEM KOORDINA

TY TO�KI M� I WEKTORA 	N W URAWNENIE PLOSKOSTI

���x� �� � ��y � �� � ��z � �� � � � ��x � �y � �z � �� � ��

oKON�ATELXNO �x � y � �z � � � ��

�� wZAIMNOE RASPOLOVENIE PLOSKOSTEJ

pLOSKOSTI MOGUT BYTX PARALLELXNY� PERPENDIKULQRNY ILI W OB

�EM SLU�AE PERESEKATXSQ POD KAKIM
TO UGLOM� oTMETIM� �TO WSE �TI
ZADA�I SWODQTSQ K ZADA�E O WZAIMNOJ ORIENTACII WEKTOROW NORMALEJ

�TIH PLOSKOSTEJ I PO�TOMU RE�A�TSQ SREDSTWAMI WEKTORNOJ ALGEB

RY� wO WSEH SLU�AQH PO DANNYM URAWNENIQM PLOSKOSTEJ NEOBHODIMO

OPREDELITX KOORDINATY IH WEKTOROW NORMALEJ�

nAHOVDENIE UGLA� OBRAZOWANNOGO PAROJ PERESEKA��IHSQ PLOSKOSTEJ

pUSTX DANY DWE PLOSKOSTI

A�x�B�y � C�z �D� � ��

A�x�B�y � C�z �D� � ��
rIS� ����

�
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uGLOM MEVDU PLOSKOSTQMI NAZYWAETSQ DWUGRANNYJ UGOL� KOTORYJ
IZMERQETSQ WPISANNYM W NEGO LINEJNYM UGLOM� kAK QSNO IZ RISUN

KA� �TOT LINEJNYJ UGOL RAWEN UGLU MEVDU WEKTORAMI NORMALEJ �TIH
PLOSKOSTEJ

	N� � fA�� B�� C�g I 	N� � fA�� B�� C�g�

zAPISYWAEM IZWESTNU� FORMULU DLQ KOSINUSA UGLA MEVDU WEKTORAMI

cos� � cos� 	N�� 	N�� �
� 	N� � 	N��

j 	N� jj 	N� j
�

cos � �
A�A� �B�B� � C�C�q

A�
� �B�

� � C�
� �
q
A�

� �B�
� � C�

�

�

zADA�A �� nAJTI UGOL MEVDU PLOSKOSTQMI x � �y � �z � 	 � � I

x � z � � � ��

rE�ENIE� wEKTORY NORMALEJ PLOSKOSTEJ IME�T KOORDINATY

	N� � f����� �g� 	N� � f�� �� �g�

nAHODIM KOSINUS UGLA MEVDU NIMI

cos � � cos� 	N�� 	N�� �
� 	N� � 	N��

j 	N� jj 	N� j
�

�
� � � � ���� � � � � � �q

�� � ����� � �� � p�� � �� � ��
�

�

� � p�
�

�p
�
�

tAKIM OBRAZOM� OSTRYJ UGOL MEVDU PLOSKOSTQMI RAWEN ��o�

pROWERKA USLOWIJ PARALLELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOSTI

PLOSKOSTEJ

qSNO� �TO WEKTORA NORMALEJ PARALLELXNYH PLOSKOSTEJ KOLLINEAR

NY 	N� jj 	N��
zAPISYWAEM USLOWIE KOLLINEARNOSTI �TIH WEKTOROW W KOORDINATNOJ

FORME

�
�



rIS� ����

A�

A�

�
B�

B�

�
C�

C�

�

wEKTORA NORMALEJ PERPENDIKULQRNYHPLOSKOSTEJ TAKVE WZAIMNO PER

PENDIKULQRNY 	N� � 	N�� zAPI�EM USLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI

rIS� ����

� 	N� � 	N�� � ��

A�A� �B�B� � C�C� � ��

zADA�A ��� pRI KAKIH m I p PLOSKOSTI ��x��y�mz� � � �
I px� �y � �z � � � � BUDUT PARALLELXNY �

rE�ENIE� zAPI�EM USLOWIE KOLLINEARNOSTI NORMALXNYH WEKTO

ROW PLOSKOSTEJ W KOORDINATNOJ FORME

��
p

�
�

�� �
m

�
�

oTS�DA ���p � ����� p � �� m�� � ����� m � ���

zADA�A ��� dOKAZATX� �TO PLOSKOSTI �x � �y � �z � � � � I

�x � �y � �z � � � � PERPENDIKULQRNY�
rE�ENIE� wEKTORY NORMALEJ 	N� � f�� �� �g� 	N� � f����� �g�

pROWERQEM USLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI WEKTOROW

� 	N� � 	N�� � �� � � � � � � ���� � � � � � �� � � ��

wYWOD � WEKTOR 	N� � 	N�� SLEDOWATELXNO� PERPENDIKULQRNY I PLOS

KOSTI�

�� nAHOVDENIE RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PLOSKOSTI

rASSTOQNIe d OT DANNOJ TO�KIM��x�� y�� z�� DO DANNOJ PLOSKOSTI

Ax�By �Cz �D � � NAHODITSQ PO FORMULE

d �
j Ax� �By� � Cz� �D jp

A� �B� � C�
�

dLQ OPREDELENIQ RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PLOSKOSTI NEOBHODIMO W

LEWU� �ASTX OB�EGO URAWNENIQ PLOSKOSTI PODSTAWITX KOORDINATY

�
�



DANNOJ TO�KI� POLU�ENNOE �ISLO WZQTX PO ABSOL�TNOJ WELI�INE I
RAZDELITX NA DLINU NORMALXNOGO WEKTORA PLOSKOSTI�

zADA�A �	� nAJTI OB	EM KUBA� ODNA IZ WER�IN KOTOROGO W TO�

KE M������� ��� A GRANX LEVIT NA PLOSKOSTI

�x � �y � �z � �� � ��

rE�ENIE� pODSTANOWKOJ KOORDINAT TO�KI W URAWNENIE PLOSKOSTI

UBEVDAEMSQ W TOM� �TO TO�KA M� NE PRINADLEVIT ZADANNOJ PLOS

KOSTI� PO�TOMU RASSTOQNIE OT �TOJ TO�KI DO PLOSKOSTI RAWNO DLINE
REBRA KUBA

d �
j ���� � � � � � ����� � � � � �� jq

����� � �� � ����� �
�

�
�

oB	EM KUBA V � d� �
�
�

�

��
�

	

��
� �KUB� ED��

zADA�A �
� nAJTI RASSTOQNIE MEVDU PARALLELXNYMI PLOSKOSTQ

MI �x� �y � �z � 	 � � I �x � �y � �z � �� � ��

rE�ENIE� rASSTOQNIE MEVDU PARALLELXNYMI PLOSKOSTQMI ESTX

DLINA PERPENDIKULQRA� OPU�ENNOGO IZ L�BOJ TO�KI ODNOJ PLOSKOSTI
NA DRUGU�� sHEMA RE�ENIQ�
nAHODIM TO�KU NA PERWOJ PLOSKOSTI� ZANULQEM L�BYE DWE KOOR


DINATY� NAPRIMER y � �� z � �� I IZ URAWNENIQ PERWOJ PLOSKOSTI

NAHODIM x � �� iTAK� M���� �� ���
pO IZWESTNOJ FORMULE RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PLOSKOSTI NAHODIM

RASSTOQNIE OT �TOJ TO�KI DO WTOROJ PLOSKOSTI

d �
j� � � � � � �� � � � � ��jq

�� � �� � ����� �
��p
��

�
�p
�
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uRAWNENIQ PLOSKOSTI
nAZWANIE uRAWNENIE� sMYSL PARAMETROW

�� pLOSKOSTX� PROHODQ�AQ A�x� xo� �B�y � yo� � C�z � zo� � �
�EREZ TO�KU Mo�xo� yo� zo�
TO�KA NA PL
TI

PERPENDIKULQRNO 	N � fA�B�Cg�
DANNOMU WEKTORU WEKTOR NORMALI

�� oB�EE URAWNENIE Ax�By�Cz�D��

PLOSKOSTI 	N � fA�B�Cg

�� uRAWNENIE PLOSKOSTI
x

a
�
y

b
�
z

c
� �

W OTREZKAH a
 OTREZOK NA OSI OX
b
OTREZOK NA OSI OY
c
OTREZOK NA OSI OZ

wZAIMNOE RASPOLOVENIE PLOSKOSTEJ

A�x �B�y �C�z �D� � �� 	N� � fA��B��C�g�
A�x �B�y �C�z �D� � �� 	N� � fA��B��C�g�

kOSINUS UGLA

cos� �
� 	N� � 	N��

j 	N�j � j 	N�j
�

A�A� �B�B� � C�C�q
A�

� �B�
� � C�

�

q
A�

� �B�
� � C�

�

uSLOWIE PARALLELXNOSTI

	N�jj 	N�� 	N� � � 	N��
A�

A�

�
B�

B�

�
C�

C�

uSLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI

	N� � 	N�� � 	N� � 	N�� � �� A� A� �B� B� � C�C� � �
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���� pRQMAQ W PROSTRANSTWE

pRQMAQ W PROSTRANSTWE MOVET BYTX ZADANA �
� TO�KOJ M��x�� y�� z�� I NAPRAWLQ��IM WEKTOROM 	s � fm�n� pg�

W KA�ESTWE KOTOROGO MOVET SLUVITX L�BOJ PARALLELXNYJ DANNOJ

PRQMOJ WEKTOR�
� DWUMQ TO�KAMI M��x�� y�� z�� I M��x�� y�� z���
� KAK LINIQ PERESE�ENIQ DWUH PLOSKOSTEJ�

������ oSNOWNYE URAWNENIQ PRQMOJ W PROSTRANSTWE

�� pRQMAQ ZADANA TO�KOJ M��x�� y�� z�� I NAPRAWLQ��IM WEK�
TOROM 	s � fm� n� pg� W KA�ESTWE KOTOROGO MOVET BYTX WZQT

L�BOJ WEKTOR� PARALLELXNYJ PRQMOJ�

w �TOM SLU�AE DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PRQ

MOJ MY BEREM NA NEJ PROIZWOLXNU� TO�KU

M�x� y� z�� OBRAZUEM WEKTOR���	
M�M � f�x� x�� � �y� y��� �z � z��g I ZAPISY

WAEM USLOWIE KOLLINEARNOSTI WEKTOROW rIS� ��	�

	s � fm� n� pg I
���	
M�M � f�x � x�� � �y � y��� �z � z��g W

KOORDINATNOJ FORME

x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

� ���

tAKIM OBRAZOM� POLU�ILI KANONI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ W PRO

STRANSTWE�

zADA�A ��� sOSTAWITX URAWNENIQ PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ

TO�KU M������� �� PARALLELXNO� a� OSI OY� b� WEKTO

RU 	s � f�� �� �g�
rE�ENIE� iSPOLXZUEM URAWNENIQ ���� w PERWOM SLU�AE NAPRAWLQ


��IM WEKTOROM BUDET WEKTOR OSI OY � 	j � f�� �� �g� A WO WTOROM

WEKTOR 	s

a�
x � �

�
�
y � �

�
�
z � �

�
� b�

x� �

�
�
y � �

�
�
z � �

�
�

��	



�� pRQMAQ ZADANA DWUMQ TO�KAMI M��x�� y�� z�� I M��x�� y�� z���

rIS� ��
�

w �TOM SLU�AE DLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIJ PRQ

MOJ MOVNO ISPOLXZOWATX UVE POLU�ENNYE KA

NONI�ESKIE URAWNENIQ ���� WZQW W KA�ESTWE

NAPRAWLQ��EGO WEKTORA PRQMOJ WEKTOR 	s �
fm� n� pg ����	
M�M� � f�x� � x�� � �y� � y�� � �z� � z��g�

tOGDA URAWNENIQ PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE ZADANNYE TO�KI�
BUDUT IMETX WID

x � x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

�
z � z�
z� � z�

� ���

zADA�A ��� sOSTAWITX URAWNENIQ PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE
ZADANNYE TO�KI M���� ����� I M����� �� ����
rE�ENIE� pODSTAWIM W URAWNENIQ PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE

TO�KI� KOORDINATY TO�EK M� I M�

x� �

�� � �
�
y � �

�� �
�

z � �

�� � �
� x

�� �
y � �

�
�
z � �

�
�

�� oTMETIM� �TO IZ KANONI�ESKIH URAWNENIJ PRQMOJ �I URAWNENIJ
PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ DWE ZADANNYE TO�KI�� LEGKO POLU�A�TSQ
PARaMETRI�ESKIE URAWNENIQ

x � x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

� t �

���������������	
��������������


x � x�
m

� t�

y � y�
n

� t�

z � z�
p

� t�

oTKUDA OKON�ATELXNO����	
���

x � x� � mt�
y � y� � nt�
z � z� � pt�

�
����	
���

x � mt � x��
y � nt � y�� ���
z � pt � z��

���



�� pRQMAQ ZADANA KAK LINIQ PERESE�ENIQ DWUH PLOSKOSTEJ

�	

 A�x�B�y � C�z �D� � ��
A�x�B�y � C�z �D� � ��

���

�TU SISTEMU NAZYWA�T OB�IMI URAWNENIQMI PRQMOJ W PROSTRAN

STWE� pOSKOLXKU NAIBOLEE NAGLQDNYMI I UDOBNYMI DLQ ISPOLXZOWA

NIQ PRI RE�ENII ZADA� QWLQ�TSQ KANONI�ESKIE I PARAMETRI�ESKIE

URAWNENIQ PRQMOJ� TO WOZNIKAET NEOBHODIMOSTX PEREHODA OT OB�IH
URAWNENIJ PRQMOJ K KANONI�ESKIM �PARAMETRI�ESKIM��

zADA�A �� pRIWESTI OB�EE URAWNENIE PRQMOJ K KANONI�ESKOMU

WIDU �	

 �x � �y � �z � � � ��
�x � �y � �z � � � ��

����

zAPISATX PARAMETRI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ�

rE�ENIE� dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIJ PRQMOJ NEOBHODIMO ZNATX

KOORDINATY TO�KI� PRINADLEVA�EJ PRQMOJ� I KOORDINATY NAPRAW

LQ��EGO WEKTORA� rE�ENIE ZADA�I BUDET SOSTOQTX IZ DWUH �TAPOW�

A�� nAHOVDENIE TO�KI M��x�� y�� z���
pRQMAQ ZADANA KAK LINIQ PERESE�ENIQ DWUH PLOSKOSTEJ I IMEET

BES�ISLENNOE MNOVESTWO TO�EK� KOORDINATY KOTORYH UDOWLETWORQ�T

SISTEME ���� sISTEMA QWLQETSQ NEOPREDELENNOJ� TAK KAK W NEJ DWA

URAWNENIQ� A NEIZWESTNYH TRI� oDNO IZ NEIZWESTNYH MOVNO ZADATX
PROIZWOLXNO� pUSTX� NAPRIMER� z � ��

tOGDA SISTEMA ��� PRIMET WID�	

 �x � �y � � � ��
�x � �y � � � ��

����

sKLADYWAQ URAWNENIQ� POLU�IM 	x � 	 � �� T�E� x � �� zNA�ENIE
y POLU�IM� PODSTAWIW NAJDENNOE ZNA�ENIE x W �����
�y � � � �x� �y � � � �� y � ���� iTAK� TO�KA M� POLU�ENA�
M���� ���� ���

��




b�� nAHOVDENIE NAPRAWLQ��EGO WEKTORA�

rIS� ����

nAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ 	s � fm�n� pg
PERPENDIKULQREN WEKTORAM NORMALEJ OBEIH PERE

SEKA��IHSQ PLOSKOSTEJ
	N� � f����� �g I 	N� � f�� ����g� pO�TOMU

W KA�ESTWE NAPRAWLQ��EGO WEKTORA MOVNO WZQTX

WEKTOR� QWLQ��IJSQ WEKTORNYM PROIZWEDENIEM

WEKTOROW NORMALEJ PLOSKOSTEJ� iTAK�

	s � � 	N� � 	N�� �

���������

	i 	j 	k
� �� �
� � ��

���������
� � �	i� �� �	j � �� � 	k � f�� ��� ��g�

zAPISYWAEM KANONI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ

x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

�� x� �

�
�
y � ���

��
�

z

��
�

oKON�ATELXNO
x � �

�
�
y � ���

��
�
z

	
�

dLQ TOGO� �TOBY ZAPISATX PARAMETRI�ESKIE URAWNENIQ� PRIRAWNQEM
KAVDOE OTNO�ENIE K PARAMETRU t I POLU�IM SISTEMU PARAMETRI�ES

KIH URAWNENIJ ����	

���

x � �t� ��
y � ��t � ����
z � 	t�

������ wZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMYH W PROSTRANSTWE

pRQMYE W PROSTRANSTWE MOGUT BYTX PARALLELXNY� PERPENDIKULQR

NY� ILI OBRAZOWYWATX W OB�EM SLU�AE KAKOJ
TO UGOL� oTMETIM� �TO
WSE �TI ZADA�I SWODQTSQ K ZADA�E O WZAIMNOJ ORIENTACII NAPRAWLQ

��IH WEKTOROW �TIH PRQMYH I PO�TOMU RE�A�TSQ SREDSTWAMI WEK

TORNOJ ALGEBRY� wO WSEH SLU�AQH PO DANNYM URAWNENIQM PRQMYH

NEOBHODIMO OPREDELITX KOORDINATY IH NAPRAWLQ��IH WEKTOROW�

���



�� nAHOVDENIE UGLA MEVDU PRQMYMI

pUSTX DANY DWE PRQMYE

l� �
x � x�
m�

�
y � y�
n�

�
z � z�
p�

�

l� �
x � x�
m�

�
y � y�
n�

�
z � z�
p�

� rIS� ����

uGLOM MEVDU DWUMQ PRQMYMI NAZYWAETSQ UGOL MEVDU DWUMQ LU�AMI�
WYHODQ�IMI IZ KAKOJ
LIBO TO�KI PROSTRANSTWA� PARALLELXNO DAN

NYM PRQMYM� iZ RISUNKA QSNO� �TO UGOL MEVDU PRQMYMI ESTX UGOL
MEVDU NAPRAWLQ��IMI WEKTORAMI �TIH PRQMYH

	s� � fm�� n�� p�g I 	s� � fm�� n�� p�g�
zAPISYWAEM IZWESTNU� FORMULU DLQ KOSINUSA UGLA MEVDU WEKTORAMI

cos � � cos�	s�� 	s�� �
�	s� � 	s��
j 	s� jj 	s� j �

cos � �
m�m� � n�n� � p�p�q

m�
� � n�

� � p�� �
q
m�

� � n�
� � p��

�

zADA�A ��� nAJTI KOSINUS UGLA MEVDU PRQMYMI

l� �

����	
���

x � �t� ��
y � ���
z � �t � �

� l� �

����	
���

x � t � ��
y � �t� ��
z � ���

rE�ENIE� pRQMYE ZADANY PARAMETRI�ESKIMI URAWNENIQMI� KO�F

FICIENTAMI PRI t QWLQ�TSQ KOORDINATY NAPRAWLQ��IH WEKTOROW

�TIH PRQMYH

	s� � f�� �� �g I 	s� � f�� �� �g�
nAHODIM KOSINUS UGLA MEVDU WEKTORAMI

cos � � cos�	s�� 	s�� �
�	s� � 	s��
j 	s� jj 	s� j �

���



�
� � � � � � � � � � �p

�� � �� � �� � p�� � �� � ��
�

�p
�� � p��

� �����

zADA�A ��� nAJTI KOSINUS UGLA NAKLONA PRQMOJ K OSI OY

l �

�	

 x � �y � z � � � ��
�x � y � � � ��

rE�ENIE� pRQMAQ ZADANA OB�IMI URAWNENIQMI� TO ESTX KAK LINIQ
PERESE�ENIQ DWUH PLOSKOSTEJ� WEKTORY NORMALI KOTORYH

	N� � f����� �g� 	N� � f�� �� �g�
nAPRAWLQ��IJ WEKTOR NAHODIM KAK IH WEKTORNOE PROIZWEDENIE

	s � � 	N� � 	N�� �

���������

	i 	j 	k
� �� �
� � �

���������
� f��� �� �g�

kOSINUS UGLA� KOTORYJ OBRAZUET POLU�ENNYJ WEKTOR S OSX� OY�
OPREDELQETSQ KAK OTNO�ENIE WTOROJ KOORDINATY WEKTORA K EGO DLINE

cos � �
�p

� � � � ��
�

�p
��
�

�� pROWERKA USLOWIJ PARALLELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOS
TI PRQMYH W PROSTRANSTWE

qSNO� �TO NAPRAWLQ��IE WEKTORA PARALLELXNYH PRQMYH KOLLI

NEARNY 	s� jj 	s��
zAPISYWAEM USLOWIE KOLLINEARNOSTI �TIH WEKTOROW W KOORDINATNOJ

FORME

rIS� ���

m�

m�

�
n�

n�

�
p�
p�
�

nAPRAWLQ��IE WEKTORA PERPENDIKULQRNYH PRQMYH TAKVE WZAIM

NO PERPENDIKULQRNY 	s� � 	s�� zAPI�EM USLOWIE PERPENDIKULQR

NOSTI

rIS� ����

�	s� � 	s�� � ��

m�m� � n�n� � p�p� � ��

���



zADA�A ��� pRQMYE

l� �

����	
���

x � �t� ��
y � �t�
z � �t � �

� l� �
x � �

�	 �
y � �

�
�

z

���
PARALLELXNY� TAK KAK IH NAPRAWLQ��IE WEKTORA

	s� � f����� �g I 	s� � f�	� �����g KOLLINEARNY �

�

�	 �
��
�

�
�

��� �
zADA�A 	�� pRQMYE

l� �
x

�
�
y � �

�� �
z � �

�� I l� �
x � �

�
�
y � �

�
�

z

��
PERPENDIKULQRNY� TAK KAK WZAIMNO PERPENDIKULQRNY IH NAPRAWLQ�

�IE WEKTORA 	s� � f�������g I 	s� � f�� ����g� dEJSTWITELXNO�

�	s� � 	s�� � �� � � � � ���� � � � ���� � ���� � �� � � ��

zADA�A 	�� pERESEKA�TSQ LI PRQMYE

l� �
x � �

�
�
y � �

�
�
z � �

�
I l� �

x � �

�
�
y � �

�� �
z

�
�

uKAVEM NAIBOLEE PROSTOJ SPOSOB RE�ENIQ ZADA�I�
iZ URAWNENIJ PRQMYH MY IMEEM KOORDINATY TO�EK M���� �� �� I

M������� �� I NAPRAWLQ��IH WEKTOROW 	s� � f�� �� �g I	s� � f����� �g�

eSLI WWESTI W RASSMOTRENIE WEKTOR
���	
M�M� �

f���	���g�
TO PONQTNO� �TO� ESLI PRQMYE PERESEKA�T

SQ� TO ONI LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI� I TRI

WEKTORA 	s�� 	s�� I
���	
M�M� BUDUT KOMPLA


NARNY� zAPI�EM USLOWIE KOMPLANARNOSTI
rIS� ����

�	s�� 	s��
���	
M�M�� � ��

iLI W KOORDINATNOJ FORME

���������
� � �
� �� �
� �	 ��

���������
� ��

wY�ISLQQ OPREDELITELX� POLU�IM TOVDESTWO � � �� tAKIM OB

RAZOM� DANNYE PRQMYE W PROSTRANSTWE PERESEKA�TSQ�

���



�� nAHOVDENIE RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PRQMOJ W PROSTRAN
STWE

zADA�A 		� nAJTI RASSTOQNIE OT TO�KI M���� �� �� DO PRQMOJ
x � �

�
�
y � �

�� �
z � �

�
�

rE�ENIE� rASSTOQNIE OT TO�KI DO PRQMOJ ESTX DLINA PERPENDI

KULQRA� OPU�ENNOGO IZ DANNOJ TO�KI NA DANNU� PRQMU�� wOSPOLXZU

EMSQ SLEDU��EJ SHEMOJ RE�ENIQ�

rIS� ����

oBRAZUEM WEKTOR
���	
M�M� SOEDINQ��IJ DAN


NU� TO�KU M���� �� �� S TO�KOJ NA PRQMOJ
M����� ������ POLU�AEM WEKTOR

���	
M�M �

f��� ���	g�

CTROIM PARALLELOGRAMM NA WEKTORAH
���	
M�M I 	s � f����� �g� iS


KOMOE RASSTOQNIE QWLQETSQ WYSOTOJ �TOGO PARALLELOGRAMMA I NAHO

DITSQ PO IZWESTNOJ FORMULE

d �
S

a
�

S 
 PLO�ADX PARALLELOGRAMMA NAHODITSQ S POMO�X� WEKTORNOGO

PROIZWEDENIQ WEKTOROW
STORON�

a 
 DLINA OSNOWANIQ PARALLELOGRAMMA� T�E� DLINA WEKTORA 	s�

S � j�	s����	M�M �j �
���������

���������

	i 	j 	k
� �� �
�� � �	

���������

���������
� j��	i� �	j � 		kj �

�
q
��� � �� � ��	�� � �

p
���

a � j	sj �
q
�� � ����� � �� �

p
���

iSKOMOE RASSTOQNIE d �
S

a
�
j �	s� ���	M�M � j

j	aj �
�
p
��p
��

� �����

zAME�ANIE� aNALOGI�NYM OBRAZOM RE�AETSQ ZADA�A O NAHOVDENII
RASSTOQNIQ MEVDU DWUMQ PARALLELXNYMI PRQMYMI W PROSTRANSTWE�

���



iZ URAWNENIQ ODNOJ PRQMOJ BERUTSQ KOORDINATY TO�KI I DALEE NA

HODITSQ RASSTOQNIE OT �TOJ TO�KI DO WTOROJ PRQMOJ� KAK POKAZANO
WY�E�

������ wZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMOJ I PLOSKOSTI

w ZADA�AH NA WZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMOJ S PLOSKOSTX� W PRO

STRANSTWE PRIWLEKA�TSQ NAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ I WEKTOR NOR

MALI PLOSKOSTI�

�� nAHOVDENIE UGLA MEVDU PRQMOJ I PLOSKOSTX�

pUSTX TREBUETSQ NAJTI UGOL MEVDU PRQMOJ

x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

I PLOSKOSTX� Ax�By �Cz �D � ��

uGLOM MEVDU PRQMOJ I PLOSKOSTX� W PROSTRASTWE NAZYWAETSQ UGOL

MEVDU �TOJ PRQMOJ I EE PROEKCIEJ NA �TU PLOSKOSTX�

iZ RISUNKA WIDNO� �TO UGOL MEVDU PRQMOJ

I PLOSKOSTX� � DOPOLNQET UGOL � MEV

DU NAPRAWLQ��IM WEKTOROM PRQMOJ 	s �
fm�n� pg I WEKTOROM NORMALI PLOSKOSTI
	N � fA�B�Cg DO ��o� rIS� ����

sREDSTWAMI WEKTORNOJ ALGEBRY NAHODIM UGOL � �

cos� �
� 	N � 	s�
j 	N j � j	sj �

nO cos� � cos���o � �� � sin�� PO�TOMU MOVNO ZAPISATX FORMULU

DLQ NAHOVDENIQ SINUSA UGLA MEVDU PRQMOJ I PLOSKOSTX� W WEKTORNOJ

I KOORDINATNOJ FORME

sin � �
j� 	N � 	s�j
j 	N j � j	sj �

jAm�Bn � Cpjp
A� �B� � C� � pm� � n� � p�

�

tAK KAK UGOL � PRINIMAET ZNA�ENIQ OT �o DO �	�o� A SINUS TAKIH
UGLOW WELI�INA POLOVITELXNAQ� TO W �ISLITELE FORMULY POSTAWLEN

ZNAK MODULQ�

���



zADA�A 	
� nAJTI UGOL MEVDU PRQMOJ
x � �

�
�
y

�
�
z � �

�� I PLOSKOSTX� x � �y � �z � � � ��

rE�ENIE� iZ USLOWIJ ZADA�I IMEEM � WEKTOR NORMALI PLOSKOSTI
	N � f����� �g I NAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ 	s � f�� ����g� zA

PISYWAEM FORMULU DLQ NAHOVDENIQ SINUSA UGLA MEVDU PRQMOJ I

PLOSKOSTX�

sin� �
j� � � � ���� � � � � � ����jq

�� � ����� � ��
q
�� � �� � ����� �

j � ��jp
�
p
��

�
��

��
�

�� uSLOWIQ PARALLELXNOSTI I PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ
I PLOSKOSTI W PROSTRANSTWE

iZ RISUNKA WIDNO� �TO� ESLI PRQMAQ I PLOSKOSTX PARALLELXNY� TO
IH HARAKTERISTI�ESKIE WEKTORA 	N � fA�B�Cg I 	s � fm�n� pg WZA

IMNO PERPENDIKULQRNY

rIS� ����

	N � 	s � � 	N � 	s� � ��

Am�Bn � Cp � ��

rIS� ��	�

eSLI PRQMAQ PERPENDIKULQRNA PLOSKOSTI� TO
WEKTORA 	N � fA�B�Cg I 	s � fm�n� pg BU

DUT KOLLINEARNY

	N jj 	s � A

m
�
B

n
�
C

p
�

��

nAHOVDENIE TO�KI PERESE�ENIQ PRQMOJ S PLOSKOSTX�

zADA�A 	�� nAJTI TO�KU PERESE�ENIQ PRQMOJ

x � �

�
�
y

�
�
z � �

�
S PLOSKOSTX� �x � �y � z � �� � ��

rE�ENIE� dLQ TOGO� �TOBY NAJTI TO�KU PERESE�ENIQ PRQMOJ S PLOS

KOSTX� DOSTATO�NO NAJTI RE�ENIE SISTEMY� WKL��A��EJ W SEBQ URAW


NENIQ PRQMOJ I PLOSKOSTI

���	
��

x� �

�
�
y

�
�
z � �

�
�

�x� �y � z � �� � ��

���



dLQ RE�ENIQ SISTEMY KANONI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ UDOBNEE PRED

STAWITX PARAMETRI�ESKI� tOGDA SISTEMA PRIMET WID�������	

������


x � �t � ��
y � �t�
z � t � ��
�x � �y � z � �� � ��

pODSTAWLQEM ZNA�ENIQ x� y� z IZ PERWYH URAWNENIJ W URAWNENIE PLOS

KOSTI I RE�AEM EGO OTNOSITELXNO PARAMETRA t�

���t� ��� ���t�� � � �t���� �� � �� OTKUDA ��t � ���
T�E� ZNA�ENIE PARAMETRA t� SOOTWETSTWU��EE TO�KE PERESE�ENIQ

PRQMOJ I PLOSKOSTI� RAWNO t �
��

��
�

�

�
�

pODSTAWIM �TO ZNA�ENIE W PERWYE TRI URAWNENIQ SISTEMY I POLU�IM

KOORDINATY TO�KI PERESE�ENIQ���������	
��������


x � � � �
�
� � �

�

�
�

y � � � �
�
�

��

�
�

z �
�

�
� � �

��

�
�

M �

�
�

�
�
��

�
�
��

�

�
�

������ sME�ANNYE ZADA�I NA PRQMU� I PLOSKOSTX W PRO
STRANSTWE

zADA�A 	�� sOSTAWITX URAWNENIQ PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�

KU M���� ����� PERPENDIKULQRNO PLOSKOSTI �x � �y � �z � � � ��

rIS� ��
�

rE�ENIE� uRAWNENIQ PRQMOJ BEREM W WIDE

x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

�

kOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT

PRQMAQ� IZWESTNY� w KA�ESTWE NAPRAWLQ�

�EGO WEKTORA 	s � fm�n� pg� MOVET SLU

VITX WEKTOR NORMALI DANNOJ PLOSKOSTI 	s �
fm�n� pg � � 	N � fA�B�Cg � f����� �g�

tAKIM OBRAZOM� URAWNENIQ PRQMOJ PRIMUT WID

x� �

�
�
y � �

�� �
z � �

�

��	



zADA�A 	� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ TO�

KU M���� ����� PERPENDIKULQRNO PRQMOJ

x� �

�� �
y � �

�
�

z

�� �

rE�ENIE� uRAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU� PERPEN

DIKULQRNO WEKTORU IMEET WID

A �x� x�� �B �y � y�� � C �z � z�� � ��

kOORDINATY TO�KI� �EREZ KOTORU� PROHODIT PLOSKOSTX� IZWESTNY�
kAK WIDNO IZ RISUNKA ���� WEKTOROM NORMALI PLOSKOSTI 	N � fA�B�Cg�
MOVET SLUVITX NAPRAWLQ��IJ WEKTOR DANNOJ PRQMOJ 	N � 	s �
f��� ����g� tAKIM OBRAZOM� URAWNENIE PLOSKOSTI

�� �x� �� � � �y � ��� � �z � �� � �� �x � �y � �z � �� � ��

x � �y � �z � �� � ��

zADA�A 	�� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ
TO�KU M����� �� �� I PRQMU�

����	
���

x � ��t � ��
y � �t � ��
z � t � ��

nAJTI OB	EM TREUGOLXNOJ PIRAMIDY� KOTORU� PLOSKOSTX OTSEKAET

OT KOORDINATNOGO OKTANTA�

rE�ENIE� iZ URAWNENIJ PRQMOJ MY MOVEM IZWLE�X SLEDU��U�

INFORMACI��
TO�KA NA PRQMOJ M����� �� ���
NAPRAWLQ��IJ WEKTOR PRQ

MOJ 	s � f��� �� �g� eSLI WWESTI W RASSMOT

RENIE WEKTOR

���	
M�M� � f��� ����g� TO WMES


TE S NAPRAWLQ��IM WEKTOROM PRQMOJ 	s �
f��� �� �g MY BUDEM IMETX DWA WEKTORA� LE

VA�IE W ISKOMOJ PLOSKOSTI�

rIS� ����

���



tOGDA WEKTOR NORMALI K PLOSKOSTI MOVNO NAJTI KAK IH WEKTORNOE

PROIZWEDENIE

	N � fA�B�Cg � �	s� ���	M�M�� �

���������

	i 	j 	k
�� � �
�� � ��

���������
� f�����	� �g�

uRAWNENIE ISKOMOJ PLOSKOSTI BUDET

����x � �� � 	�y � �� � ��z � �� � � ILI ��x � 	y � �z � �� � ��

dLINY OTREZKOW� OTSEKAEMYH PLOSKOSTX� NA KOORDINATNYH OSQH� BU

DUT SOOTWETSTWENNO RAWNY

a �
��

��
� b �

��

	
� c �

��

�
�

sLEDOWATELXNO OB	
M PIRAMIDY� OTSEKAEMOJ PLOSKOSTX� OT KOORDI


NATNOGO UGLA� BUDET RAWEN V �
�

�
� ��
��
� ��
	
� ��
�

� �����

zADA�A 	�� nAJTI PROEKCI� TO�KI A��� ����� NA PRQMU�

x � �t � �� y � �t� z � t� ��

rE�ENIE� pROEKCIEJ TO�KI NA PRQMU� SLUVIT OSNOWANIE PER

PENDIKULQRA� OPU�ENNOGO IZ DANNOJ TO�KI NA DANNU� PRQMU�� bU

DEM RE�ATX ZADA�U ANALITI�ESKI SOGLASNO �TOMU GEOMETRI�ESKOMU

PREDSTAWLENI�� oDNAKO� SOSTAWITX W PROSTRANSTWE URAWNENIE PRQ

MOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU PERPENDIKULQRNO DANNOJ PRQMOJ� DA
E�
 I PERESEKA��EJ DANNU�� ZADA�A SLOVNAQ� PO�TOMU MY POSTUPIM

PRO�E�

rIS� ����

iSHODNAQ

PRQMAQ PROHODIT �EREZ TO�KUM����� �� �� I IME

ET NAPRAWLQ��IJ WEKTOR 	s � f�� �� �g� sOSTAWIM
URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU A
PERPENDIKULQRNO DANNOJ PRQMOJ� pRI �TOM NA

PRAWLQ��IJ WEKTOR PRQMOJ BUDET SLUVITX NOR

MALXNYM WEKTOROM PLOSKOSTI�

pODSTAWLQQ W URAWNENIE WIDA A�x�xo��B�y�yo��C�z�zo� � � KO

ORDINATY TO�KI A��� ����� I KOORDINATY NORMALXNOGO WEKTORA 	N �
fA�B�Cg � f�� �� �g� POLU�AEM URAWNENIE PLOSKOSTI

��x � �� � ��y � �� � �z � �� � � ILI �x � �y � z � �� � ��
��




nAJD
M TEPERX PROEKCI� DANNOJ TO�KI NA DANNU� PRQMU� KAK TO�

KU PERESE�ENIQ DANNOJ PRQMOJ S NAJDENNOJ PLOSKOSTX�� dLQ �TOGO
DOSTATO�NO NAJTI RE�ENIE SISTEMY� WKL��A��EJ W SEBQ URAWNENIQ
PRQMOJ I PLOSKOSTI� �������	

������


x � �t � ��
y � �t�
z � t� ��
�x � �y � z � �� � ��

�TA ZADA�A NAMI UVE RE�ENA �SM� ZADA�U ���� BEREM OTTUDA REZULX

TAT� tAKIM OBRAZOM� PROEKCIEJ TO�KI A NA DANNU� PRQMU� BUDET

TO�KA P S KOORDINATAMI

P
�
�

�
�
��

�
�
��

�

�
�

zADA�A 	�� nAJTI PROEKCI� TO�KI A������ �� NA PLOSKOSTX x�
�y � z � � � ��
rE�ENIE� pROEKCIEJ TO�KI NA PLOSKOSTX SLUVIT OSNOWANIE PER


PENDIKULQRA� OPU�ENNOGO IZ DANNOJ TO�KI NA DANNU� PLOSKOSTX�

sOSTAWIM URAWNENIE PRQMOJ� PROHODQ�EJ �E

REZ DANNU� TO�KU� PERPENDIKULQRNO PLOSKOS

TI� nAPRAWLQ��IM WEKTOROM PRQMOJ BUDET

WEKTOR NORMALI PLOSKOSTI

	s � 	N � f�� ����g�
rIS� ���

pODSTAWLQEM W KANONI�ESKIE URAWNENIQ PRQMOJ KOORDINATY TO�KI I

NAPRAWLQ��EGO WEKTORA

x� �

�
�
y � �

�
�
z � �

�� �

nAJD
M TEPERX TO�KU PERESE�ENIQ PRQMOJ I PLOSKOSTI� KOTORAQ I BU

DET QWLQTXSQ PROEKCIEJ DANNOJ TO�KI NA PLOSKOSTX� rE�AEM SISTEMU�������	

������


x � t� ��
y � �t � ��
z � �t � ��
x� �y � z � � � ��

�� t � � �� P ������ �� �

���



zADA�A 
�� nAJTI TO�KU� SIMMETRI�NU� TO�KE A������ ��� OT

NOSITELXNO PLOSKOSTI x� �y � z � � � ��
rE�ENIE� pOD SIMMETRI�NOJ TO�KOJ PONIMETSQ TO�KA� QWLQ��A


QSQ ZERKALXNYM OTOBRAVENIEM DANNOJ TO�KI OTNOSITELXNO PLOSKOS

TI� �TA TO�KA LEVIT NA PRODOLVENII PERPENDIKULQRA� OPU�ENNOGO
IZ TO�KI NA PLOSKOSTX� I NAHODITSQ OT PLOSKOSTI NA TAKOM VE RAS

STOQNII� �TO I DANNAQ TO�KA�
oTMETIM OSNOWNYE �TAPY RE�ENIQ ZADA�I�

rIS� ����

A� nAHODIM PROEKCI� TO�KI A��� ����� NA

PLOSKOSTX� POLU�AEM TO�KU Q������ ��� �TA TO�

KA QWLQETSQ SEREDINOJ OTREZKA� SOEDINQ��EGO
ISKOMU� TO�KU P I DANNU� TO�KU A�

B� kOORDINATY SEREDINY OTREZKA NAHODQTSQ PO FORMULAM

xQ �
xA � xP

�
� yQ �

yA � yP
�

� zQ �
zA � zP

�
�

pODSTAWLQQ W �TI RAWENSTWA KOORDINATY TO�EK A I Q� NAJDEM
KOORDINATY TO�KI P�
kOORDINATY TO�KI Q������ �� 
PROEKCII DANNOJ TO�KI NA PLOS

KOSTX MY OPREDELILI W PREDYDU�EJ ZADA�E�
zAPISYWAEM SOOTNO�ENIQ DLQ OPREDELENIQ KOORDINAT SIMMETRI�NOJ

TO�KI

� �
� � xP

�
� �� �

�� � yP
�

� � �
� � zP

�
�

oTS�DA POLU�AEM xp � �� yp � �� zp � �� � P ��� ������

zADA�A 
�� sOSTAWITX URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ
DWE PARALLELXNYE PRQMYE

l� �
x

�
�
y � �

�
�
z � �

�
� l� �

x � �

�
�
y � �

�
�
z � �

�
�

rE�ENIE� dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI

A�x� xo� �B�y � yo� � C�z � zo� � �
NEOBHODIMO ZNATX KOORDINATY TO�KI M��x�� y�� z�� I KOORDINATY

NORMALXNOGO WEKTORA 	N � fA�B�Cg�
���



iZ URAWNENIJ PRQMYH IMEEM KOORDINATY TO�EK I NAPRAWLQ��EGO

WEKTORA� M������� ��� M���� ������ 	s � f�� �� �g�
dLQ SOSTAWLENIQ URAWNENIQ PLOSKOSTI MOVNO ISPOLXZOWATX L�BU�

IZ DWUH �TIH TO�EK� NAPRIMER� TO�KU M��

oBRAZUEM WEKTOR
���	
M�M� � f�� ����g� dLQ

POLU�ENIQ WEKTOR NORMALI PLOSKOSTI NUVNO

ZNATX DWA NEKOLLINEARNYH WEKTORA �PARAL

LELXNYH DANNOJ PLOSKOSTI�� tAKIMI WEKTO

RAMI QWLQ�TSQ WEKTORA 	s I

���	
M�M�� rIS� �	��

w KA�ESTWE WEKTORA NORMALI BEREM WEKTOR� PERPENDIKULQRNYJ �TIM
WEKTORAM� T�E� WEKTOR� QWLQ��IJSQ IH WEKTORNYM PROIZWEDENIEM�

	N � �
���	
M�M��	s� �

���������

	i 	j 	k
� � ��
� � �

���������
� ���	i����	j����	k � f����������g�

uRAWNENIE PLOSKOSTI

���x � ��� ���y � ��� ���z � �� � �� ��x � ��y � ��z � �� � ��

zADA�A 
	� nAJTI PROEKCI� PRQMOJ

x

�
�
y � �

�
�
z � �

�� NA PLOSKOSTX x� y � �z � 	 � ��

rE�ENIE� pROEKCIEJ PRQMOJ NA PLOSKOSTX NAZYWAETSQ LINIQ PE

RESE�ENIQ l� DANNOJ PLOSKOSTI c PLOSKOSTX�� PROHODQ�EJ �EREZ �TU
PRQMU� PERPENDIKULQRNO K ZADANNOJ��rIS������

rIS� �	��

iTAK� SOSTAWLQEM URAWNENIE PLOSKOS

TI� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KU PRQMOJ

M���� ����� I S NORMALXNYM WEK

TOROM 	N�� KOTORYJ PERPENDIKULQ

REN DWUM IZWESTNYM WEKTORAM 	s �
f�� ����g I 	N � f����� �g� pO�TOMU

	N� � �	s� 	N � �

���������

	i 	j 	k
� � ��
� �� �

���������
� � �	i� �� �	j � � � 	k � f��������g�

���



tAK KAK DLINA WEKTORA 	N� NESU�ESTWENNA� TO WOZXMEM WEKTOR
	N� � f�������g W � RAZ KORO�E POLU�ENNOGO�
zAPISYWAEM URAWNENIE PLOSKOSTI

��x � ��� ��y � �� � �z � �� � � � x � �y � z � � � ��
pROEKCIEJ� KAK BYLO OTME�ENO� QWLQETSQ LINIQ PERESE�ENIQ POLU

�ENNOJ PLOSKOSTI S DANNOJ� zAPISAW SISTEMU�	


 x� �y � z � � � ��
x� y � �z � 	 � ��

POLU�IM OB�IE URAWNENIQ PRQMOJ W PROSTRANSTWE� pO SUTI DELA� ZA

DA�A RE�ENA� nO MOVNO POLU�ITX I KANONI�ESKIE ILI PARAMETRI�ES

KIE URAWNENIQ PRQMOJ� wY�E BYL IZLOVEN ODIN IZ SPOSOBOW PRIWE

DENIQ OB�IH URAWNENIJ PRQMOJ K KANONI�ESKOMU WIDU�

zADA�A 

� nAJTI KRAT�AJ�EE RASSTOQNIE MEVDU NEPERESEKA�

�IMISQ �SKRE�IWA��IMISQ� PRQMYMI

l� �
x � �

�
�
y � �

�� �
z

�
�

l� � x
��

� y��

�
� z��

�
�

rIS� �	
�rE�ENIE� rASSTOQNIEM MEVDU NEPERESEKA��IMISQ PRQMYMI W

PROSTRANSTWE NAZYWAETSQ DLINA OB�EGO PERPENDIKULQRA K �TIM PRQ

MYM� nO ZADA�A SOSTAWLENIQ OB�EGO PERPENDIKULQRA K DWUM PRQMYM
DOWOLXNO SLOVNAQ� PO�TOMU POSTUPIM SLEDU��IM OBRAZOM�

a� sOSTAWIM URAWNENIE PLOSKOSTI� PROHODQ�EJ �EREZ ODNU PRQ

MU� �NAPRIMER� l� � PARALLELXNO WTOROJ� �uRAWNENIE �TOJ
PLOSKOSTI POLU�ENO PRI RE�ENII PREDYDU�EGO PRIMERA�
�x � �y � �z � �� � � �� pRI �TOM WSE TO�KI PRQMOJ l� OKAVUTSQ

NA ODINAKOWOM RASSTOQNII OT �TOJ PLOSKOSTI�
B� nAJDEM RASSTOQNIE OT L�BOJ TO�KI WTOROJ PRQMOJ �IZ URAWNE


NIQ NAM IZWESTNY KOORDINATY TO�KI M������� �� � DO POLU�ENNOJ
PLOSKOSTI PO FORMULE RASSTOQNIQ OT TO�KI DO PLOSKOSTI

d �
j� � � � � � ���� � � � � � ��jq

�� � �� � ����� �
��

�
� ��

���



uRAWNENIQ PRQMOJ W PROSTRANSTWE
nAZWANIE uRAWNENIE

sMYSL PARAMETROW

�� kANONI�ESKIE UR
Q
x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � zo
p

PRQMOJ W PROSTRANSTWE M��xo� yo� zo��TO�KA NA PRQMOJ
	s � fm�n� pg�NAPRAWLQ��IJ WEKTOR

�� pARAMETRI�ESKIE UR
Q

����	
���

x � mt � xo
y � nt � yo
z � pt � zo

� TOT VE

PRQMOJ W PROSTRANSTWE

�� uRAWNENIQ PRQMOJ�
x � x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

�
z � z�
z� � z�

PROHODQ�EJ tO�KI M��x�� y�� z��
�EREZ DWE TO�KI I M��x�� y�� z��

�� oB�IE URAWNENIQ

�	

 A�x �B�y �C�z �D� � �
A�x �B�y �C�z �D� � �

PRQMOJ W PROSTRANSTWE

wZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMYH W PROSTRANSTWE

x� x�
m�

�
y � y�
n�

�
z � z�
p�

�
x� x�
m�

�
y � y�
n�

�
x� x�
p�

	s� � fm��n�� p�g� 	s� � fm��n�� p�g

kOSINUS UGLA

cos� �
�	s� � 	s��
j	s�j � j	s�j �

m�m� � n�n� � p�p�q
m�

� � n�
� � p��

q
m�

� � n�
� � p��

uSLOWIE PARALLELXNOSTI

	s�jj	s�� 	s� � �	s��
m�

m�

�
n�

n�

�
p�
p�

uSLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI

	s� � 	s�� �	s� � 	s�� � �� m� m� � n� n� � p�p� � �

���



wZAIMNOE RASPOLOVENIE PRQMOJ I PLOSKOSTI W
PROSTRANSTWE

x� x�
m

�
y � y�
n

�
z � z�
p

	s � fm�n� pg

Ax �By � Cz �D � � 	N� � fA�B�Cg

sINUS UGLA

sin� �
j� 	N � 	s�j
j 	N j � j	sj �

jAm�Bn� Cp jp
A� �B� � C� � pm� � n� � p�

uSLOWIE PARALLELXNOSTI

	s � 	N� � 	N � 	s� � �� A m �B n � C p � �

uSLOWIE PERPENDIKULQRNOSTI

	s jj 	N� 	N � � 	s�
A

m
�
B

n
�
C

p

tO�KA PERESE�ENIQ

�������	
������


x � x� �mt
y � y� � nt
z � z� � pt
A x�B y � C z �D � �

uSLOWIE PRINADLEVNOSTI PRQMOJ PLOSKOSTI

M� � P� 	s � 	N�

�	

 Ax� �By� �Cz� �D � �
Am�B n� C p � �

rASSTOQNIE OT TO�KI DO PRQMOJ W PROSTRANSTWE

d �
j � 	M�M� � 	s� j

j 	s j
rASSTOQNIE MEVDU SKRE�IWA��IMISQ PRQMYMI

d �
j � 	M�M�� 	s�� 	s�� j

j �	s� � 	s�� j
uSLOWIE PERESE�ENIQ DWUH PRQMYH W PROSTRANSTWE���������

x� � x� y� � y� z� � z�
m� n� p�
m� n� p�

���������
� ��

���



���� pOWERHNOSTI WTOROGO PORQDKA

pOWERHNOSTX �
GO PORQDKA W PRQMOUGOLXNOJ DEKARTOWOJ SISTEME

KOORDINAT OPREDELQETSQ URAWNENIEM �
OJ STEPENI OTNOSITELXNO TREH
PEREMENNYH x� y� z�

Ax� �By� �Cz� � �Dxy � �Exz � �Fyz �Gx �Hy �Kz �L � ��

zADA�A PRIWEDENIQ OB�EGO URAWNENIQ POWERHNOSTI �
GO PORQDKA K
KANONI�ESKOMU WIDU RE�AETSQ ANALOGI�NO ZADA�E PRIWEDENIQ OB�EGO

URAWNENIQ KRIWOJ �
GO PORQDKA K KANONI�ESKOMU WIDU I SOSTOIT W PO

WOROTAH I PARALLELXNOM PERENOSE SISTEMY KOORDINAT W NOWOE NA�ALO

W PROSTRANSTWE� oDNAKO� �TA ZADA�A� W OTLI�IE OT ZADA�I DLQ KRIWYH
NA PLOSKOSTI� GORAZDO BOLEE GROMOZDKAQ� oSTANOWIMSQ NA RASSMOTRE

NII TOLXKO TAKIH URAWNENIJ� W KOTORYH OTSUTSTWU�T PROIZWEDENIQ
xz� xy� yz� T�E� URAWNENIQ WIDA

Ax� �By� � Cz� �Dx� Ey � Fz �G � ��

pREOBRAZOWANIE TAKIH URAWNENIJ NE TREBUET POWOROTOW SISTEMY

KOORDINAT I SODERVIT LI�X PARALLELXNYJ PERENOS SISTEMY KOORDI

NAT W NOWOE NA�ALO�
nAIBOLEE PROSTYM �KANONI�ESKIM� URAWNENIEM OPISYWAETSQ POWERH

NOSTX� PRIWQZANNAQ K OSQM SIMMETRII POWERHNOSTI� sWOE NAZWANIE
POWERHNOSTX POLU�AET� KAK PRAWILO� PO NAZWANI� KRIWYH �
GO PORQD

KA� POLU�A��IHSQ PRI PERESE�ENII POWERHNOSTI PLOSKOSTQMI� PARAL

LELXNYMI PLOSKOSTQM KOORDINAT x � const�
y � const� z � const�
rAZLI�A�T � OSNOWNYH TIPOW POWERHNOSTEJ �
GO PORQDKA� gRAFIKI

POWERHNOSTEJ� IH KANONI�ESKIE URAWNENIQ I NAZWANIQ PRIWEDENY W

TABLICE�
oSTANOWIMSQ KRATKO NA HARAKTERISTIKE TIPOW POWERHNOSTEJ� NA

RASPOZNAWANII TIPA POWERHNOSTI PO EE URAWNENI� I POSTROENII PO

WERHNOSTI PO HARAKTERNYM PARAMETRAM�

���



������ �LLIPSOIDY�
�LLIPSOID � �TO POWERHNOSTX� W L�BOM SE�ENII KOTOROJ PLOSKOS


TQMI� PARALLELXNYMI KOORDINATNYM� POLU�A�TSQ �LLIPSY� kANONI

�ESKOE URAWNENIE �LLIPSOIDA c CENTROM W NA�ALE KOORDINAT�

x�

a�
�
y�

b�
�
z�

c�
� ��

uRAWNENIE �LLIPSOIDA c CENTROM W TO�KE O��x�� y�� z�� �

�x � x��
�

a�
�

�y � y��
�

b�
�

�z � z��
�

c�
� ��

uRAWNENIE �LLIPSOIDA IMEET

a� KWADRATY WSEH TREH PEREMENNYH�
b� ZNAKI PRI KWADRATAH PEREMENNYH ODINAKOWYE�
c� KO�FFICIENTY PRI KWADRATAH PEREMENNYH RAZNYE�
dLQ POSTROENIQ �LLIPSOIDA NEOBHODIMO ZNATX�
�� KOORDINATY CENTRA �ESLI CENTR SME�EN OT NA�ALA KOORDINAT�

TO W URAWNENII BUDUT PRISUTSTWOWATX �LENY S PERWYMI STEPENQMI

PEREMENNYH� W �TIH SLU�AQH DEJSTWIQ PO PRIWEDENI� URAWNENIQ K

WIDU� UDOBNOMU DLQ POSTROENIQ� ANALOGI�NY TEM� �TO PROWODILISX
DLQ KRIWYH �
GO PORQDKA��

�� RAZMERY POLUOSEJ� a � OTKLADYWAETSQ PO OSI OX � b � OTKLA

DYWAETSQ PO OSI OY � c � OTKLADYWAETSQ PO OSI OZ�

dALEE STROIM TRI OSNOWNYH �LLIPSA� KOTORYE POLU�A�TSQ W SE�E

NIQH �LLIPSOIDA PLOSKOSTQMI KOORDINAT�

������ sFERA
�ASTNYM SLU�AEM �LLIPSOIDA QWLQETSQ SFERA�

x� � y� � z� � r��

uRAWNENIE SFERY OTLI�AETSQ OT URAWNENIQ �LLIPSOIDA TEM� �TO
KO�FFICIENTY PRI KWADRATAH PEREMENNYH ODINAKOWYE�
uRAWNENIE SFERY S CENTROM W TO�KE O��x�� y�� z���

�x� x��
� � �y � y��

� � �z � z��
� � r��

dLQ POSTROENIQ SFERY NEOBHODIMO ZNATX KOORDINATY CENTRA I RA

DIUS� w PLOSKOSTQH KOORDINAT STROIM TRI SE�ENIQ SFERY� KOTORYE
BUDUT OKRUVNOSTQMI S RADIUSAMI� RAWNYMI RADIUSU SFERY�

��	



������ gIPERBOLOIDY
kANONI�ESKIE URAWNENIQ GIPERBOLOIDOW

x�

a�
�
y�

b�
� z�

c�
� 
�

IME�T cLEDU��IE PRIZNAKI�
a� PRISUTSTWU�T KWADRATY WSEH TREH PEREMENNYH�
b� ZNAKI PRI KWADRATAH RAZNYE�
c� KO�FFICIENTY PRI KWADRATAH PEREMENNYH MOGUT BYTX KAK

RAZLI�NYMI� TAK I ODINAKOWYMI�

gIPERBOLOIDY 
 �TO POWERHNOSTI� W DWUH SE�ENIQH KOTORYH PLOS

KOSTQMI� PARALLELXNYMI KOORDINATNYM� POLU�A�TSQ GIPERBOLY� A
W TRETXEM 
 LIBO �LLIPS� LIBO OKRUVNOSTX� rAZLI�A�T DWA WIDA GI

PERBOLOIDOW�

�� oDNOPOLOSTNYJ GIPERBOLOID OPREDELQETSQ URAWNENIEM

x�

a�
�
y�

b�
� z�

c�
� ��

w SE�ENII ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA PLOSKOSTQMI

y � � I x � � POLU�A�TSQ GIPERBOLY� A W SE�ENII PLOSKOSTX�
z � �� �LLIPS�
dLQ POSTROENIQ DANNOGO ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA NEOBHODIMO �

�� ZNATX KOORDINATY CENTRA�
�� OSX SIMMETRII �OPREDELQETSQ PO PEREMENNOJ� PERED KWADRATOM

KOTOROJ W KANONI�ESKOM URAWNENII ZNAK MINUS��
�� POSTROITX TAK NAZYWAEMYJ GORLOWOJ �LLIPS c POLUOSQMI a I

b� KOTORYJ POLU�AETSQ W SE�ENII GIPERBOLOIDA PLOSKOSTX� z � ��
�� POSTROITX GIPERBOLY W PLOSKOSTQH XOZ I Y OZ�
eSLI W ISHODNOM URAWNENII ZNAK MINUS STOIT PERED KWADRATOM

DRUGOJ PEREMENNOJ� NAPRIMER� PERED y�� TO GORLOWOJ �LLIPS POLU

�ITSQ W SE�ENII GIPERBOLOIDA PLOSKOSTX� y � �� I GIPERBOLOID

BUDET IMETX OSX SIMMETRII OY� eSLI W ISHODNOM URAWNENII ZNAK

MINUS STOIT PERED x�� TO BUDET IMETX OSX SIMMETRII OX� sOOT

WETSTWU��IE URAWNENIQ BUDUT IMETX WID

x�

a�
� y�

b�
�
z�

c�
� � � x�

a�
�
y�

b�
�
z�

c�
� ��

���



�� dWUHPOLOSTNYJ GIPERBOLOID

x�

a�
�
y�

b�
� z�

c�
� ���

�TA POWERHNOSTX SOSTOIT IZ DWUH POLOSTEJ� W WERTIKALXNYH SE�E

NIQH KOTORYH PLOSKOSTQMI XOZ I Y OZ � GIPERBOLY� A W GORIZON

TALXNYH z � const � 
c � �LLIPSY� eSLI WZQTX ZNA�ENIQ jzj � c� TO
W SE�ENIQH BUDUT POLU�ATXSQ MNIMYE �LLIPSY� NAPRIMER� PRI
z � � POLU�IM �MNIMYJ� �LLIPS

x�

a�
�
y�

b�
� ���

oSX SIMMETRII GIPERBOLOIDA OPREDELQETSQ PO TOJ PEREMENNOJ� PERED
KWADRATOM KOTOROJ W LEWOJ �ASTI KANONI�ESKOGO URAWNENIQ STOIT

ZNAK MINUS�
uRAWNENIQ DWUHPOLOSTNYH GIPERBOLOIDOW S OSQMI SIMMETRII

OY I OX MOVNO ZAPISATX PO ANALOGII S SOOTWETSTWU��IMI URAW

NENIQMI ODNOPOLOSTNYH GIPERBOLOIDOW�

x�

a�
� y�

b�
�
z�

c�
� ��� �x

�

a�
�
y�

b�
�
z�

c�
� ���

zAMETIM� �TO W URAWNENII ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA W PRAWOJ
�ASTI DOLVNA STOQTX ��� A W LEWOJ �ASTI DOLVEN BYTX ODIN

ZNAK �MINUS� PERED KWADRATOM KAKOJ�LIBO PEREMENNOJ�
W URAWNENII DWUHPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA W PRAWOJ �ASTI DOLV�

NA STOQTX ��� A W LEWOJ �ASTI DOLVEN BYTX ODIN ZNAK �MINUS�
PERED KWADRATOM KAKOJ�LIBO PEREMENNOJ�

������ kONUSY
kONI�ESKAQ POWERHNOSTX OPREDELQETSQ URAWNENIEM

x�

a�
�
y�

b�
� z�

c�
� ��

oT URAWNENIJ GIPERBOLOIDOW ONO OTLI�AETSQ TEM� �TO W NEM OT�
SUTSTWUET SWOBODNYJ �LEN �WMESTO EDINICY W PRAWOJ �ASTI URAW

NENIQ STOIT NOLX��

��




sE�ENIQ DANNOGO KONUSA GORIZONTALXNYMI PLOSKOSTQMI z � const
PREDSTAWLQ�T SOBOJ �LLIPSY �W SLU�AE a�b � OKRUVNOSTI�� sE�ENIQ
KONUSA KOORDINATNYMI PLOSKOSTQMI XOZ I Y OZ DA�T PO PA

RE PERESEKA��IHSQ PRQMYH �OBRAZU��IH KONUSA�� PROHODQ�IH �EREZ
NA�ALO KOORDINAT �WER�INU KONUSA�� kAK I WO WSEH PREDYDU�IH SLU

�AQH WOZMOVNO SME�ENIE WER�INY KONUSA W TO�KU O��x�� y�� z��� oSX
SIMMETRII DANNOGO KONUSA � OZ �OPREDELQETSQ TAK VE� KAK I U GIPER

BOLOIDOW� PO PEREMENNOJ� PERED KOTOROJ W LEWOJ �ASTI KANONI�ESKOGO
URAWNENIQ STOIT ZNAK �MINUS���

kONUS S OSX� SIMMETRII OY �
x�

a�
� y�

b�
�
z�

c�
� ��

kONUS S OSX� SIMMETRII OX � �x
�

a�
�
y�

b�
�
z�

c�
� ��

zAMETIM��TO W LEWOJ �ASTI KANONI�ESKOGO URAWNENIQ KONUSA DOL�
VEN BYTX ODIN ZNAK �MINUS��

������ pARABOLOIDY

� �LLIPTI�ESKIJ PARABOLOID IMEET KANONI�ESKOE URAWNE

NIE

x�

a�
�
y�

b�
� 
z�

lEGKO UWIDETX� �TO W URAWNENII PARABOLOIDA PRISUTSTWU�T WSE

TRI PEREMENNYE� NO OTLI�ITELXNYM PRIZNAKOM URAWNENIQ PARABO

LOIDA QWLQETSQ OTSUTSTWIE KWADRATA ODNOJ PEREMENNOJ�

w SE�ENIQH DANNOGO PARABOLOIDA PLOSKOSTQMI� PARALLELXNYMI KOOR

DINATNYM XOZ I Y OZ� BUDUT PARABOLY S OSX� SIMMETRII OZ I

WETWQMI� NAPRAWLENYMI WWERH ILI WNIZ� W ZAWISIMOSTI OT ZNAKA PE

RED z� w SE�ENIQH PLOSKOSTQMI z � const POLU�A�TSQ �LLIPSY

�LIBO OKRUVNOSTI� ESLI a � b��
dLQ POSTROENIQ �LLIPTI�ESKOGO PARABOLOIDA NEOBHODIMO ZNATX�
a� KOORDINATY WER�INY�
b� OSX SIMMETRII �PARALLELXNA TOJ OSI� KOORDINATA KOTOROJ WHO


DIT W URAWNENIE TOLXKO W PERWOJ STEPENI��
c� NAPRAWLENIE WETWEJ�

���



pARABOLOID S OSX� SIMMETRII OY �

x�

a�
�
z�

c�
� 
y�

pARABOLOID S OSX� SIMMETRII OX �

y�

b�
�
z�

c�
� 
x�

mOVNO TAKVE ZAPISATX URAWNENIQ PARABOLOIDOW S WER�INOJ W TO�KE

O��x�� y�� z���
�x � x���

a�
�

�y � y���

b�
� 
�z � z���

nAPRIMER� URAWNENIE KRUGOWOGO PARABOLOIDA S WER�INOJ W TO�KEO���� �����
I OSX� SIMMETRII OZ BUDET IMETX WID

x� � y� � 
�z � ���

�� gIPERBOLI�ESKIJ PARABOLOID
gIPERBOLI�ESKIJ PARABOLOID 
 �TO POWERHNOSTX WTOROGO PORQDKA�

KANONI�ESKOE URAWNENIE KOTOROJ IMEET WID

x�

a�
� y�

b�
� z�

�TA SLOVNAQ POWERHNOSTX IMEET FORMU SEDLA� w TABLICE IZOBRAVENA

POWERHNOSTX� KOTORAQ SOOTWETSTWUET PRIWEDENNOMU URAWNENI�� pRI
POSTROENII POWERHNOSTI S URAWNENIQMI� NAPRIMER WIDA

�x� � z� � y�

ILI
y�

�
� z�

�
� �x�

NEOBHODIMO POWERNUTX PARABOLOID SOOTWETSTWU��IM OBRAZOM�

oTMETIM� �TO URAWNENIQ �LLIPTI�ESKOGO I GIPERBOLI�ESKOGO

PARABOLOIDOW OTLI�A�TSQ TEM� �TO W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ �L�
LIPTI�ESKOGO PARABOLOIDA STOIT SUMMA KWADRATOW PEREMENNYH� A
W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO PARABOLOIDA � RAZNOSTX
KWADRATOW�

���



������ cILINDRI�ESKIE POWERHNOSTI

cILINDRI�ESKOJ NAZYWAETSQ POWERHNOSTX� KOTORU� OPISYWAET PRQ

MAQ �NAZYWAEMAQ OBRAZU��EJ�� PEREME�A��AQSQ PARALLELXNO SAMOJ
SEBE WDOLX NEKOTOROJ KRIWOJ �NAZYWAEMOJ NAPRAWLQ��EJ��
hARAKTERNYM PRIZNAKOM KANONI�ESKOGO URAWNENIQ CILINDRA QW


LQETSQ TO� �TO W URAWNENII OTSUTSTWUET ODNA PEREMENNAQ�
oBRAZU��IE CILINDRA PARALLELXNY TOJ OSI� KOORDINATY KOTOROJ

NET W URAWNENII�
nAPRAWLQ��EJ CILINDRA MOVET SLUVITX L�BAQ KRIWAQ� nIVE

RASSMOTRENY TAKIE CILINDRI�ESKIE POWERHNOSTI� U KOTORYH NAPRAW

LQ��EJ QWLQETSQ KRIWAQ �
GO PORQKA� w TABLICE PREDSTAWLENY PRI

MERY �LLIPTI�ESKOGO �KRUGOWOGO�� GIPERBOLI�ESKOGO I PARABOLI�ES

KOGO CILINDROW S OBRAZU��IMI PARALLELXNYMI OSI OZ� uRAWNENIE
TAKOJ POWERHNOSTI SOWPADAET S URAWNENIEM EGO NAPRAWLQ��EJ�
dLQ POSTROENIQ CILINDRA NEOBHODIMO POSTROITX SNA�ALA NAPRAW


LQ��U�� NA KOTORU� ZATEM �NATQGIWAETSQ� CILINDRI�ESKAQ POWERH

NOSTX TAK� �TOBY EE OBRAZU��AQ BYLA PARALLELXNA SOOTWETSTWU�

�EJ OSI�

����	� pOSTROENIE POWERHNOSTEJ PO KANONI�ESKIM
URAWNENIQM

pRI OPREDELENII TIPA POWERHNOSTI PO DANNOMU URAWNENI� NEOB

HODIMO USTANOWITX�

�� IMEET LI URAWNENIE WSE TRI PEREMENNYE�
�� IME�TSQ LI KWADRATY WSEH PEREMENNYH�
�� ODINAKOWYE ILI RAZNYE ZNAKI PRI KWADRATAH�
�� ODINAKOWYE ILI RAZNYE KO�FFICIENTY PRI KWADRATAH�
eSLI NE WYPOLNQETSQ �
OE USLOWIE� T�E� W URAWNENII OTSUTSTWUET

ODNA PEREMENNAQ� TO MY IMEEM DELO S CILINDRI�ESKOJ POWERHNOSTX��
ESLI NE WYPOLNQETSQ �
OE USLOWIE� T�E� OTSUTSTWUET KWADRAT ODNOJ PE

REMENNOJ� TO �TO POWERHNOSTX QWLQETSQ PARABOLOIDOM I T�D�

���



� �� x� � y� � z� � �y � �z�

dANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNENIEM SFERY� NA �TO UKAZYWAET
NALI�IE KWADRATOW WSEH PEREMENNYH� ODINAKOWYE ZNAKI I KO�FFICI

ENTY PRI NIH�nALI�IE W URAWNENII �LENOW S PERWYMI STEPENQMI y I

z UKAZYWAET NA SME�ENIE CENTRA SFERY PO OSQM OY I OZ� pRI

WEDEM URAWNENIE K WIDU

�x� x��
� � �y � y��

� � �z � z��
� � r��

x���y���y�������z���z����� � � � x���y������z���� � ���

cENTR SFERY W TO�KE O���� �� ��� RADIUS r �
p
��� �rIS������

rIS� �	�� rIS� �	�

� �� y � � �p� � x� � z��
pREOBRAZUEM URAWNENIE

�y � ��� � �� x� � y� � x� � �y � ��� � z� � ��

dANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNENIEM SFERY S CENTROM W TO�KE

O���� �� ��� RADIUSOM r � �� iZ USLOWIQ IMEEM� y � �� PO�TOMU ISHOD

NOE URAWNENIE OPREDELQET TOLXKO LEWU� POLOWINU SFERY� �rIS���	��

� �� �x� � �y� � �z� � ���
w DANNOM URAWNENII IMEEM SUMMU KWADRATOW WSEH PEREMENNYH� NO

KO�FFICIENTY PRI KWADRATAH RAZNYE� PO�TOMU DANNOE URAWNENIE QW

LQETSQ URAWNENIEM �LLIPSOIDA� dLQ PRIWEDENIQ EGO K KANONI�ESKOMU
WIDU RAZDELIM WSE URAWNENIE NA �� I POLU�IM URAWNENIE �LLIPSOIDA

x�

�
�
y�

�
�
z�

�
� � S CENTROM W NA�ALE

KOORDINAT I POLUOSQMI

a �
p
�� b � �� c �

p
�� �rIS������

rIS��	��

���



� �� z �
p
� � �x� � 	y��

wOZWEDEM W KWADRAT OBE �ASTI URAWNENIQ I

PROWEDEM NEOBHODIMYE PREOBRAZOWANIQ

z� � � � �x� � 	y� � �x� � 	y� � z� � � �
x�

���
�

y�

���
�
z�

�
� ��

rIS��
��

pOLU�ILI KANONI�ESKOE URAWNENIE �LLIPSOIDA �W URAWNENII ESTX SUM

MA KWADRATOW WSEH PEREMENNYH� KO�FFICIENTY PRI KOTORYH RAZLI�

NYE� S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I POLUOSQMI

a � ��
p
�� b � ��

p
�� c � ��

pOSKOLXKU PO USLOWI� ZADA�A z � �� TO ISHODNOE URAWNENIE OPREDE

LQET TOLXKO WERHN�� POLOWINU �LLIPSOIDA �rIS������

� �� x� � �y� � �z� � 	z�

w URAWNENII ESTX SUMMA KWADRATOW WSEH PEREMENNYH� KO�FFICI

ENTY PRI KWADRATAH RAZNYE� dANNOE URAWNENIE 
 URAWNENIE �LLIP

SOIDA� nALI�IE �LENA S PERWOJ STEPENX� PEREMENNOJ z UKAZYWAET
NA SME�ENIE CENTRA �LLIPSOIDA PO OSI OZ� pROWEDEM NEOBHODIMYE

PREOBRAZOWANIQ

x� � �y� � ��z� � �z� � � � x� � �y� � ��z � ��� � � �
x�

�
�
y�

�
�

�z � ���

�
� ��

pOLU�ILI KANONI�ESKOE URAWNENIE �LLIPSOIDA S CENTROM W TO�KE

O���� �� �� I POLUOSQMI a � �� b �
p
�� c � � �rIS������

rIS� �
�� rIS� �
��

���



� �� �x� � y� � �z� � �� � ��
w DANNOM URAWNENII IMEEM KWADRATY WSEH PEREMENNYH� NO ZNAKI

PRI KWADRATAH RAZNYE� PO�TOMU DANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNE

NIEM GIPERBOLOIDA� dLQ PRIWEDENIQ EGO K KANONI�ESKOMU WIDU PERE

NOSIM SWOBODNYJ �LEN W PRAWU� �ASTX URAWNENIQ

�x� � y� � �z� � ����
w KANONI�ESKOM URAWNENII GIPERBOLOIDA DOLVEN BYTX ODIN ZNAK

�MINUS� W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ� mENQEM WSE ZNAKI I DELIM WSE

URAWNENIE NA ��

��x� � y� � �z� � ��� �x
�

�
�
y�

��
�
z�

�
� ��

�TO URAWNENIE ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA S OSX� SIMMETRII OX
�rIS������

� 	� y �
p
�x� � �z� � ��

pREOBRAZUEM URAWNENIE y� � �x� � �z� � � �

�x� � y� � �z� � ��
x�

�
� y�

�
�
z�

�
� ��

dANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNENIEM ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLO

IDA c OSX� SIMMETRII OY� iZ USLOWIQ IMEEM� y � �� PO�TOMU IS

HODNOE URAWNENIE OPREDELQET TOLXKO PRAWU� POLOWINU GIPERBOLOIDA

�RIS������

rIS� �
�� rIS� �
	�

� 
� �x� � y� � �z� � �� � ��
w DANNOM URAWNENII IMEEM KWADRATY WSEH PEREMENNYH� NO ZNAKI

PRI KWADRATAH RAZNYE� PO�TOMU DANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNE

NIEM GIPERBOLOIDA� pERENOSIM SWOBODNYJ

�LEN W PRAWU� �ASTX URAWNENIQ

�x� � y� � �z� � ���� x�

�
� y�

��
�
z�

	
� ���

�TO URAWNENIE OPREDELQET DWUHPOLOSTNYJ GIPERBOLOID S OSX� SIM

METRII OY �rIS������

���



� �� x� � y� � z� � ��
w DANNOM URAWNENII IMEEM KWADRATY WSEH PEREMENNYH� NO ZNAKI

PRI KWADRATAH RAZNYE� PO�TOMU DANNOE URAWNENIE QWLQETSQ URAWNE

NIEM GIPERBOLOIDA� w KANONI�ESKOM URAWNENII GIPERBOLOIDA DOLVEN
BYTX ODIN ZNAK �MINUS� W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ�mENQEM WSE ZNAKI�
zAPI�EM URAWNENIE W WIDE

�x� � y� � z� � ���
oNO OPREDELQET DWUHPOLOSTNYJ GIPERBOLOID S OSX� SIMMETRII OX�

� ��� �x� � y� �
z�

�
�

w URAWNENII PRISUTSTWU�T KWADRATY WSEH PEREMENNYH� ZAPI�EM
URAWNENIE TAK� �TOBY WSE ONI BYLI W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ

��x� � y� �
z�

�
� �� � x�

���
�
y�

�
�
z�

�
� ��

zNAKI PRI KWADRATAH PEREMENNYH RAZNYE� SWOBODNYJ �LEN W URAW

NENII OTSUTSTWUET� PO�TOMU �TO URAWNENIE KONUSA S OSX� SIMMET

RII OX �rIS������

rIS� �

� rIS� �
��

� ��� y� � ��x� � z���
pREOBRAZUEM URAWNENIE K WIDU

�x� � �z� � y� � ��
x�

���
� y�

�
�

z�

���
� ��

w URAWNENII PRISUTSTWU�T KWADRATY WSEH PEREMENNYH� ZNAKI PRI

KOTORYH RAZLI�NYE cWOBODNYJ �LEN RAWEN NUL�� PO�TOMU �TO URAW

NENIE KONUSA S OSX� SIMMETRII OY �rIS�������

���



� ��� x
�

�
� y� � �z � ����

zAPI�EM URAWNENIE W WIDE
x�

�
�
y�

�
� �z � ���

�
� ��

w URAWNENII PRISUTSTWU�T KWADRATY WSEH PEREMENNYH� PERED KWAD

RATOM ODNOJ PEREMENNOJ ZNAK �MINUS�� cWOBODNYJ �LEN RAWEN NUL��
PO�TOMU �TO URAWNENIE KONUSA S OSX� SIMMETRII OZ� wER�INA KO

NUSA W TO�KE O���� �� �� �rIS������

rIS� �
��

rIS� �
�

� ��� x� � z� � y � ��
w DANNOM URAWNENII PEREMENNAQ y SODERVITSQ TOLXKO W PERWOJ

STEPENI� PO�TOMU ONO OPREDELQET KRUGOWOJ PARABOLOID �TAK KAK KO�F

FICIENTY PRI x� I z� ODINAKOWYE� S OSX� SIMMETRII OY� zAPI�EM
KANONI�ESKOE URAWNENIE PARABOLOIDA SO SME�ENNOJ WER�INOJ

x�

a�
�
z�

c�
� 
�y � y���

�KWADRATY PEREMENNYH OSTA�TSQ W LEWOJ �ASTI URAWNENIQ� A W PRA

WU� �ASTX PERENOSIM PEREMENNU�� STOQ�U� W PERWOJ STEPENI�

x� � z� � � � y� x� � z� � ��y � ���
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